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Resume 



O estudo dc objctos compactos c suas propricdadcs fisicas tern sido alvo de 
constantes investigagoes nos ultimos 90 anos. Com o surgimento da Teoria 
de Cordas e os modelos de Mundo Brana como alternativas de descrigao do 
nosso Universo, cresceu o interesse no estudo de buracos negros nesses contex- 
tos. Neste trabalho e desenvolvido um estudo de buracos negros em modelos 
de Mundo Brana. Uma classe de buracos negros esfericamente simetricos 
na brana e investigada. Criterios de estabilidade sao estabelecidos. Proprie- 
dades termodinamicas e a existencia de modes quasi-normais de oscilagao 
tambcm sao abordadas. Os buracos negros estudados sao o Buraco Negro 
tipo CFM e o Buraco Negro tipo SM (sem massa), obtidos por Casadio 
et al. e Bronnikov et ai, respectivamente. A geometria do bulk no qual 
a brana esta imersa e desconhecida. Entretanto, o teorema de Campbell- 
Magaard nos garante a existencia de uma solugao 5-dimensional no bulk que 
tem como projegao sobre a brana a classe de buracos negros estudados. Eles 
mostraram-se estaveis quando submetidos a perturbacSes do tipo escalar. A 
existencia de modos quasi-normais de oscilagao foi observada tanto para o 
Buraco Negro tipo CFM quanto para o Buraco Negro tipo SM. As caudas 
das perturbagoes apresentaram comportamentos semelhantes. O limite su- 
perior da entropia de um corpo absorvido pelos buracos negros estudados foi 
calculado mostrando que esse limite independe dos parametros dos buracos 
negros, sugerindo novamente sua universalidade. 
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Abstract 



Research on black holes and their physical proprieties has been active on 
last 90 years. With the appearance of the String Theory and the Braneworld 
models as alternative descriptions of our Universe, the interest on black holes, 
in these context, increased. In this work we studied black holes in Braneworld 
models. A class of spherically symmetric black holes is investigaded as well 
its stability under general perturbations. Thermodynamic proprieties and 
quasi-normal modes are discussed. The black holes studied are the SM (zero 
mass) and CFM solutions, obtained by Casadio et al. and Bronnikov et al. 
The geometry of bulk is unknown. However the Campbell-Magaard Theo- 
rem guarantees the existence of a 5-dimensional solution in the bulk whose 
projection on the branc is the class of black holes considered. They are sta- 
ble under scalar perturbations. Quasi-normal modes were observed in both 
models. The tail behavior of the perturbations is the same. The entropy 
upper bound of a body absorved by the black holes studied was calculated. 
This limit turned out to be independent of the black hole parameters. 
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Capitulo 1 
Introdugao 



Eis que continua a longa Jornada do homem, em busca daquilo que e o Uni- 
verse. Do inicio do caminho ate os dias de hoje grandes mentes contribuiram 
na construgao, ou melhor seria dizer, no entendimento do espago e do tempo 
em que nos encontramos inseridos. 

Desvendar os misterios do Criador para aqueles que Nele acreditam ou 
simplesmente entender a Natureza, eis a nossa busca, quem sabe nosso marti- 
rio, quem sabe nossa redengao. Sigamos entao pela estrada do conhecimento 
na tentativa de contribuir ou tornar mais claro pequenos pontos do nosso 
misterioso Universo. 

Nossa Jornada comega em 1915. O surgimento da Teoria da Relatividade 
Geral de Albert Einstein nos traz um novo entendimento do que e o espago 
e o tempo e os transforma em um espago-tempo. 

Essa entidade na qual repousamos, adquire dinamica, movimento, e entao 
as fronteiras do nosso entendimento sobre o mundo se largam. Todo o Uni- 
verso surge novo e das proprias equagoes que descrevem essa dinamica surgem 
mundos ate entao impensados, no maximo sonhados. E o Universo comega 
a nao ser mais algo estatico, eterno, e passa a se movimentar completamente 
fora do nosso limitado controle. Entao surgem novos e muitos Universes. 
Universes vazies e parados, Universes cheies, de materia e luz, a girar. Uni- 
verses que se expandcm c tcm cemege, meio e fim. E neste pente ate parece 
que nos apreximames de Criador mestrande que e Universe pede ter tide 
um inicio, um Grande Inicio; afinal nao estamos brincando de criar tambem. 

E desses Universes, talvez aqueles, que mais nos causaram espanto a 
principle per descreverem algo novo, foram os que hoje conhecemos pelo 
neme de huracos negros. 

O objetivo deste trabalhe e trilhar duramente a Jornada que no cenduz 
ao entendimento desses objetos estranhos, os buracos negros, que surgiram 
com a Relatividade Geral em (3-1-1) dimensoes e aparecem ate hoje como 
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desenvolvimentos dos mais intrigantes e motivantes em teorias mais recentes 
tais como a Teoria de Cordas e o Mundo Brana com suas varias dimensoes 
extras. 

Na verdade, a ideia de um objeto com um campo gravitacional tao forte 
que fosse capaz de impedir ate a luz de escapar e uma ideia antiga, anterior 
a Relatividade Geral, que foi estudada por Michel [M] e Laplace [3S]. A 
principio esse objeto recebeu o nome de estrela escura pois se tratava de uma 
estrela que nao emitia luz nenhuma. Foi Wheeler, em 1968, quem batizou 
tais objetos como buracos negros. 

A primeira solugao exata (esfericamente simetrica) das equagoes de Eins- 
tein foi obtida por Schwarzschild em 1916. Alem de possuir uma singula- 
ridade fisica em r = 0, essa solugao possufa uma outra singularidade em 
r = 2M devido ao sistema de coordenadas adotado. A partir deste momento 
muitas outras solugoes das equagoes de Einstein foram obtidas por imimeros 
pesquisadores. 

Entres elas destacamos a solugao obtida por Snyder e Oppenheimer em 
1939, que mostra que um buraco negro e obtido como resultado do colapso 
gravitacional de uma estrela massiva, a solugao de Reisner (1916) e Nords- 
trom (1918) para um buraco negro com carga eletrica, a solugao de Kerr em 
1963, para um buraco negro em rotagao. 

Ao longo desses desenvolvimentos uma importante questao surgiu, a res- 
peito dos buracos negros. Seriam eles objetos estaveis quando submetidos a 
alguma perturbagao? 

O estudo da estabilidade de buracos negros surgiu com Regge e Whe- 
eler em 1957. Eles submeteram o buraco negro de Schwarzschild a uma 
perturbagao linear na metrica e verificaram que ele era estavel. Estudos 
com outros tipos de perturbagoes tais como perturbagoes escalares, eletro- 
magneticas e de spin 1/2 tambem foram realizados para o buraco negro de 
Schwarzschild, confirmando sua estabilidade. Depois desses trabalhos muitos 
outros foram realizados, complementando e extendendo os resultados obtidos 
para outros buracos negros. 

Nos anos 60 os primeiros indicios da possibilidade de detecgao de bura- 
cos negros surgiram no cenario astroffsico. O estudo de acregao de materia 
e sistemas binarios onde um dos constituintes era um buraco negro mos- 
trou que tais sistemas seriam poderosas fontes de raio-X. Medidas realizadas 
posteriormente mostraram alguns possfveis candidatos a buracos negros. 

Mais recentemente com a descoberta de que buracos negros emitem ondas 
gravitacionais surgiu a possibilidade das primeiras medidas atraves de ante- 
nas gravitacionais, de propriedades de tais objetos. Essa descoberta motivou 
uma corrida entre equipes de pesquisadores pela primeira medigao de uma 
onda gravitacional. 
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Alem do interesse por tais medidas, cresceu tambem o interesse no estudo 
de modelos capazes de descrever o comportamento das ondas gravitacionais 
emitidas por buracos negros. 

Neste contexto e que surge o conceito de freqiiencias quasi-normais de 
objetos massivos introduzido por Press ^0] em um trabalho de 1971. Resul- 
tado de perturbagoes no exterior de um buraco negro, as freqiiencias quasi- 
normais sao freqiiencias complexas de oscilagao do espago-tempo no exterior 
do buraco negro. Essas perturbagoes se propagam na forma de ondas e tem 
duragao limitada no tempo pois sao atenuadas exponencialmente. 

A caracterfstica interessante desses modos quasi-normais de oscilagao e 
que eles independem do tipo de perturbagao inicial dependendo apenas dos 
parametros do buraco negro. 

Portanto a analise dos modos quasi-normais de buracos negros ganha 
acentuada importancia uma vez que atraves dela podemos dizer se a onda 
gravitacional que medimos e provinda de um buraco negro em rotagao ou um 
buraco negro estatico, por exemplo. 

Outro grande desenvolvimento na ffsica de buracos negros surgiu com o 
trabalho de Hawking [15] sobre a propagagao de campos quanticos no ex- 
terior de um buraco negro estacionario. Ele mostrou que um buraco negro 
estacionario irradiava para o infinito todas as especies de particulas com um 
espectro de corpo negro perfeito, a uma temperatura Th = k/2t[. 

Esse trabalho de certo modo, pos fim a um empasse que existia, a respeito 
da analogia entre a fisica de buracos negros e a termodinamica ordinaria. 

Esta analogia foi desenvolvida sistematicamente por Bardeen, Hawking 
e Carter alem de Bekenstein [2HI [13] que propos uma Segunda Lei da 
Termodinamica Generalizada. Todas essas inovagoes impulsionaram o estudo 
de buracos negros em um contexto quantico. 

Com o advento da Teoria de Cordas, o interesse por buracos negros se 
renovou e abriu novas oportunidades, devido a possibilidade da existencia 
de dimensoes espaciais extras. Iniciou-se entao o estudo de solugoes do tipo 
buraco negro em cenarios com dimensoes mais altas. Diversos cenarios surgi- 
ram como alternativas de como poderiamos enxergar o nosso Universo, entre 
eles OS mais conhecidos sao os Modelos Randall-Sundrum (RS) [IHl [IZj e o 
Modelo ADD pR]. 

Os Modelos de Mundo Brana continuam gerando grandes contribuigoes no 
entendimento da fisica em altas dimensoes. Avangos no contexto de Mundo 
Brana tem sido feitos, tais como os realizados por Hawking [?T] que obteve 
uma solugao tipo corda negra , Maartens [TTj que obteve uma solugao que 
descreve uma estrela de densidade uniforme sobre a brana, Visser [12] com 
uma solugao que descreve planetas solidos sobre a brana, Casadio [2], H] com 
uma solugao tipo "cigarro negro" e solugoes tipo buracos negros e buracos de 
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minhoca e Bronnikov HO] com uma classe geral de buracos negros e buracos 
de minhoca. Algumas dessas solugoes apresentaram regimes instaveis quando 
submetidas a perturbagoes [13], outras ainda nao foram estudadas ate agora, 
o que nos motiva ao estudo da estabilidade dessas solugoes. 

Interessante notar que grande parte dos formalismos desenvolvidos no 
contexto da Relatividade Geral funcionam sem grandes alteragoes no con- 
texto de dimensoes mais altas. 

Por exemplo, os modos quasi-normais, tem se mostrado uma ferramenta 
eficaz no entendimento dos Mundos Brana. Em um trabalho recente Ma- 
artens [19] propoem a utilizagao de modos quasi-normais como uma ferra- 
menta na detecgao de dimensoes extras. Abdalla et al [H] utilizaram tecnicas 
mimericas desenvolvidas no contexto de Relatividade Geral para o calculo de 
modos quasi-normais de buracos negros em branas. Neste trabalho tambem 
foi analisada a estabilidade desses buracos negros e o limite superior da en- 
tropia Sm de um corpo absorvido por um buraco negro localizado sobre a 
brana. 

Inspirados nesta abordagem de adaptarmos um formalismo solido vindo 
da Relatividade Geral ao Mundo Brana desenvolvemos esta dissertagao. 

Este trabalho se divide em duas grandes areas: buracos negros no contexto 
da Relatividade Geral e buracos negros no contexto de Mundo Brana. Os 
primeiros 5 capitulos tratam dos desenvolvimentos realizados no estudo de 
buracos negros em Relatividade Geral. Os capitulos finals tratam do estudo 
de buracos negros no Mundo Brana. 

No capftulo 2 apresentaremos um resumo sobre buracos negros em (3+1) 
dimensoes. No capftulo 3 estudaremos o formalismo aplicado no estudo de 
perturbagoes de buracos negros esfericamente simetricos. No capftulo 4 es- 
tudaremos OS criterios de estabilidade e os modos quasi-normais de oscilagao 
de um buraco negro esfericamente simetrico. No capftulo 5 estudaremos as 
propriedades termodinamicas de buracos negros esfericamente simetricos. No 
capftulo 6 apresentaremos uma introdugao ao Mundo Brana e o desenvolvi- 
mento do estudo de buracos negros neste contexto. No capftulo 7 adaptamos 
o formalismo desenvolvido nos capitulos 3, 4 e 5, para buracos negros lo- 
calizados sobre uma brana. No capftulo 8 sao apresentados os resultados 
obtidos no trabalho assim como o metodo numerico utilizado para a solugao 
das equagoes obtidas. No capftulo 9 apresentamos as conclusoes do traba- 
lho desenvolvido nesta dissertagao. Nos Apendices se encontram as notagoes 
adotadas neste trabalho e algumas demonstragoes de interesse. 
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Capitulo 2 



Buracos Negros em 3+1 
dimensoes 

Aqui comega nossa jornada. 

A compreensao de que espago e tempo e uma estrutura coesa, dinamica e 
intrincada e uma conquista da Relatividade Geral. No contexto da Relativi- 
dade Geral, espago e tempo sao tratados em pe de igualdade formando uma 
unica entidade chamada espago-tempo. 

Para representarmos um evento no espaco-tempo, como por exemplo um 
raio que cai em um determinado ponto de Sao Paulo, utilizamos quatro 
coordenadas, {x,y,z,t). Aqui o tempo nao e mais tratado como absoluto e 
a cada evento associamos um tempo. 

Portanto dois cventos A e B devem ser representados no espago-tempo 
por {xa,ya,Za,ta) G {xh, Vb, Zb, h) respectivameute. 

Assim para medirmos o intervalo ds entre os eventos A e B usamos o 
conceito do tensor metrico gij que nos diz como esses dois eventos devem ser 
relacionados. 

O intervalo ds e dado por 

ds'^ = gijdx^dx^ . (2.1) 

Outro aspecto que surge da Relatividade e que o espago-tempo possui uma 
dinamica propria. 

Como sabemos, as equagoes que governam a dinamica do espago-tempo 
sao as conhecidas equagoes de campo de Einstein. Entre muitos outros as- 
pectos elucidativos, as equagoes de Einstein contem em si a informagao de 
como campos de materia afetam a geometria em que estao contidos. Alias a 
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compreensao de que a gravidade nada mais e do que o efeito da deformagao 
do espago-tempo por um corpo e fruto destas equagoes. 

As equagoes de campo de Einstein escrita na forma covariante sao [33] 

Rij - \9ijR = -Svr T,j . (2.2) 

O termo do lado esquerdo da equagao (12.21) representa a parte relacionada 
com a geometria do espago-tempo onde identificamos o tensor de Ricci Rij e 
o escalar de curvatura R. 

O termo da direita representa o conteudo material presente no espago- 
tempo. Esse conteudo e representado pelo tensor momento-energia Tij. E o 
tensor momento-energia que nos dira como o espago-tempo sera deformado. 
Toda vez que introduzimos algum conteudo no espago-tempo devemos espe- 
cificar seu tensor momento-energia. 

Tomemos um caso bem geral onde introduziremos um campo eletro- 
magnetico livre de fonte que e governado pelas equagSes de Maxwell e cujo 
tensor momento-energia e dado por Fjj^"-^ = ^ (^—g'^^FiaFjb + ^gijFabF"-'^^ , 
um fluido de materia que possui caracterfsticas de um fluido perfeito com 
J", mat _ _|_ _|_ p^UiUj onde pep sao a pressao e a densidade e e a 
quadri-velocidade das particulas que compoem o fluido e por fim um termo 
chamado constante cosmologica A. 

Nesta situagao as equagoes de campo de Einstein serao 

R,, - ^g,,R - Xg,, = -Stt {T^p'^' + F^f^ ■ (2-3) 

Ao resolvermos esse conjunto de equagoes obteremos equagoes que descrevem 
como esses campos deformam o espago-tempo. 

Podemos calcular ainda, as equagoes de Einstein para o vacuo. Neste caso o 
termo a direita da equagao (12. 2p e nulo e a equagao resultante sera 

Rij - \9^JR = . (2.4) 

Quando nos propomos a estudar uma estrela, por exemplo, devemos resolver 
as equagoes de Einstein para dois regimes diferentes, que correspondem ao 
interior da estrela, o qual possui materia e portanto Tij 7^ 0, e o exterior da 
estrela que corresponde ao vacuo. A solugao obtida para o interior da estrela 
deve ser entao "colada"a solugao obtida para o vacuo para que o conjunto 
tenha sentido fi'sico e possa descrever adequadamente uma estrela. 

Podemos entao nos fazer uma pergunta. Qual e o significado de calcu- 
larmos as equagSes de Einstein para o vacuo, sem entretanto possuir uma 
"fonte de materia"? 



14 



Como resposta ao significado fi'sico desta operagao, foram obtidos dentre 
outros objetos com diversas simetrias, os objetos mais estranhos e exoticos 
da Relatividade Geral: buracos negros e buracos de minhoca. 

De um modo bem simplorio podemos dizer que um buraco negro e o re- 
sultado do colapso de uma estrela massiva quando seu combustivel nuclear se 
estingue e a pressao interna se torna incapaz de sustentar a atragao gravitaci- 
onal fazendo a estrela implodir. Quando a estrela implode ela gera um ponto 
de densidade infinita, uma singularidade. Um observador localizado a grande 
distancia pode observar a implosao da estrela ate que o raio da estrela seja 
igual a duas vezes sua massa. Neste ponto o desvio para o vermelho da luz 
emitida pela estrela e infinito e a estrela "some" para um observador distante. 
Apos esse ponto a estrela continua a colapsar ate que seu raio seja zero. 

O objeto remanescente do colapso gravitacional da estrela e conhecido 
como buraco negro, ou seja, e um objeto com um campo gravitacional tao 
intenso que nem mesmo a luz e capaz de escapar. De fato, nem sempre o 
colapso gravitacional de uma estrela resulta em um buraco negro. Se a estrela 
possui uma massa M < 1.2Mq o colapso da estrela resulta em uma estrela do 
tipo and branca. Esse limite e conhecido como limite de Chandrasekhar. Se 
a estrela possui uma massa M < 0.7Mq o colapso da estrela resulta em uma 
estrela de neutrons. Esse limite para a massa da estrela e conhecido como 
limite de Oppenheimer-Volkoff. Pode acontecer ainda que a massa da estrela 
seja grande o suficiente para que o seu colapso resulte em uma supernova, ou 
seja, uma explosao que expulsa o excesso de materia e tem por resultado ou 
uma estrela de neutrons ou uma ana branca. 

Um buraco de minhoca pode ser descrito como um atalho atraves do 
espago-tempo. Eles podem ser dividos em buracos de minhoca inter-universo 
que conectam "nosso" universo a um "outro" universo e buracos de minhoca 
intra-universo que conectam duas regioes distintas de um linico universo [2B] • 
Buracos de minhoca nao serao abordados neste trabalho. 

Como foi dito acima, diversas solugoes para a equagao (12. 4p foram obtidas 
para algumas simetrias tais como simetria esferica, cilfndrica e conica. Neste 
trabalho nos restringiremos apenas a espagos-tempos com simetria esferica 
arbitraria. 

Adotemos um espago-tempo que preserve a simetria esferica podendo 
conter materia e campos fisicos no seu interior. 

E sabido que existe um sistema de coordenadas em um 

espago-tempo esfericamente simetrico tal que a metrica dele tenha a forma 

+ gn{x\x^){dx^)^ + g22{x\x^){de'^ + sene^d(j)'^) . (2.5) 
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Como ainda existe liberdade na escolha das coordenadas, podemos fazer uma 
transformagao de coordenadas para eliminar o termo Qqi e torna a metrica 
diagonal. Fazendo a seguinte transformagao de coordenadas 

5° =x°(x°,a;^) , x^ = S:\x\x^), 6 = 6, = 0, (2.6) 

a metrica (12.51) toma a forma diagonal dada por 

+ g22ix\x^){d6^ + sen6^d(f)^) . (2.7) 

Podemos entao, devido a liberdade de coordenadas remanescente, escolher 
um novo sistema de coordenadas. Se o gradiente da fungao g22{x^,x^) nao 
se anula em alguma regiao, esta fungao pode ser escolhida como uma nova 
coordenada que chamaremos x^. 

Neste sistema de coordenadas a metrica esfericamente simetrica toma a 
forma 

ds^ = goo{x'',x'){dxy + gu{x'',x'){dxy + 

+ {x^f{d6^ + sen6^d<p'). (2.8) 

Se fixarmos os valores de metrica f l2.8D metrica de uma esfera 

bidimensional cuja a area da superficie e A = 47r(x^)^. 

Portanto reescrevendo a equagao (12. 8p de uma maneira mais agradavel 
teremos 

ds^ = gu{t, r)df + g„{t, r)dr'^ + r'^{d6'^ + sen6^d(f)^) , (2.9) 

onde as componentes gu e grr sao fungSes arbitrarias dependentes das coor- 
denadas ret. 

Isso posto, passemos ao estudo de solugoes da equagao de Einstein quando 
adotamos simetria esferica. 

Buraco Negro de Schwarzschild 

Uma das solugoes das equagoes de Einstein mais famosas foi obtida em 
1916 por Schwarzschild. Essa solugao das equagoes de Einstein para o vacuo 
descreve um espago-tempo esfericamente simetrico, estatico e assintotica- 
mente piano. Diversos autores demonstraram a solugao de Schwarzschild de 
muitas maneiras diferentes. 
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Nesta demonstragao seguiremos de perto o metodo adotado por Weinberg 
. As equagoes de campo de Einstein para o vacuo sao dadas por 

Rij - \9^,R = • (2.10) 

O valor do escalar de curvatura, R, para esse caso, e obtido atraves de uma 
contragao da equagao fl2.10p com a metrica g"^^ 



R-2R = 



R = 0. (2.11) 

Portanto devido ao fato do escalar de curvatura R ser nulo a equagao f l2.10p 
pode ser reescrita como 

R,, = . (2.12) 

Se impusermos que a solugao da equagao fl2.12p possua simetria esferica e 
seja estatica podemos utilizar a metrica (12. 9 p como Ansatz para simplificar 
as contas. 

A metrica entao sera 

ds^ = -A{r)dt^ + B{r)dr^ + r\de^ + sene^d(f)^) . (2.13) 

Para a metrica f l2.13p as componentes nao-nulas do tensor de Ricci Rij serao 

A"(r) 1 /A'(r)\ /B'(r) A'(r)\ IB'(r) 



Rrr — ^ . / X — T . / X ^/ N + 



2A{r) 4 V A{r) J \ B{r) A{r) J r B{r) ' 
r / B'{r) A'{r)\ 1 



^ ^ 2B{r) V B{r) ' A{r) ) ' B{r) 
Rchch = sen^O Ro 



A"{r) I ( A' {r)\ ( B\r) A'{r)\ lA'{r) 



(2.14) 



2B{r) A\B{r)J\B{r) A{r) J r B{r 
onde ( ' ) corresponde a uma diferenciagao com respeito a r. 
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As equagoes que irao nos interessar serao Rrr = 0, Ru = e Reg = 0. 
Po demos ver que 

Rrr Rh 1 / B' A' \ 

Como as componentes Rrr e Ru devem ser nulas devido a equagao fl2.12p 
temos que 

B' _ _A' 
'B ~ "1" ' 

d . d , . 

— In S = — r In A , 

dr dr 

A{r) B{r) = Ci . (2.16) 

A constante Ci sera fixada pelo comportamento assintotico das fungSes A{r) 
e B{r). Como queremos recuperar o espago-tempo de Minkowski longe do 
buraco negro de modo que a Relatividade Restrita seja valida, podemos supor 
a seguinte condigao de contorno 

lim A{r) = lim B{r) = 1 . (2.17) 

r—>oo r— >oo 

Desta forma teremos 

Bir) = ^ . (2.18) 

Ainda precisamos fazer com que Rgg e Rrr sejam nulos para termos nossa 
solugao completa. Se usarmos a equagao fl2.18p nas equagoes fl2.14p teremos 

Ree = -1 + A'{r)r + A{r) , 
_ A"{r) A'jr) _ R'ggjr) 

~ 2lW ^ ~ 2M(0 ■ ^ ^ ^ 

De modo que se tivermos Rgg = a componente Rrr sera nula. 
Portanto 

- 1 + A'{r)r + A{r) = , 

-^(rA(r)) = l. (2.20) 
dr 

18 



Integrando a equagao fl2.2UI) teremos como solugao 

r A{r) = r + C2, 

(1 + ^) ■ (2.21) 

A constante C2 e fixada utilizando o fato de que a grandes distancias da massa 
central M, a componente gu = —A{r) deve se aproximar de — (1 + 20) onde 
(p = —M/r. Essa aproximagao e conhecida aproximagdo de campo fraco, ou 
seja, um observador que esta longe do buraco negro, enxerga-o como se fosse 
um corpo de massa M. 

Desta forma nossa solugao final sera 

^ f 2M\ 
A{r) = (1 - — J > (2.22) 

Bir) = -^^-^ . (2.23) 
Assim temos como resultado a metrica de Schwarzschild dada por 

ds^ = -(^1- dt'^ + -^Y^^2M^dr^ + r'^d^f . (2.24) 

Se realizarmos uma investigagao na metrica fl2.24p veremos que existe dois 
valores de r para o qual ao menos uma das componentes da metrica diverge. 
Esses valores sao r = 0, 2M. Entretanto podemos realizar uma investigagao 
um pouco mais precisa para saber se esses dois pontos sao realmente singula- 
ridades ffsicas. Pode ser que esses pontos singulares sejam apenas resultado 
do sistema de coordenadas adotado. Portanto precisamos avaliar quantida- 
des escalares as quais sao invariantes por transformagao de coordenadas. Se 
algum desses escalares for infinito sobre algum ponto entao podemos dizer 
que aquele ponto e uma singularidade fisica. Se eles forem finitos entao e 
possivel remover a singularidade por um transformagao de coordedanadas. 

Os escalares mais relevantes sao: o escalar de Ricci ou de curvatura, o 
escalar dado pelo quadrado do tensor de Ricci e o escalar dado pelo quadrado 
do tensor de Riemann. 
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Para o caso do buraco negro de Schwarzschild teremos 

R = , (2.25) 

RijR'^ = , (2.26) 

AO Jij2 

R^.kiR'''' = (2.27) 

Como podemos ver, para r = 2M os escalares possuem valores finitos o que 
nos diz que ele nao e um ponto singular. A linica singular idade fisica na 
metrica de Schwarzschild se encontra em r = 0. 

Ja que r = 2M nao e uma singularidade, de que modo podemos mudar 
nosso sistema de coordenadas para que possamos remover essa singularidade 
aparente? 

Um sistema de coordenadas que resolve esse problema foi obtido por 
Eddington (1924) e Finkelstein (1958). 

Primeiramente precisamos saber qual e o comportamento de geodesicas 
nulas radiais no caso de Schwarzschild. Usando o formalismo do princfpio 
variacional [32], teremos a seguinte equagao 

dt ^ r 
dr~ r -2M 

Se adotarmos o sinal positivo e integrarmos a equagao fl2.28p teremos 

t = r + 2M ln\r - 2M\ + constante. (2.29) 

Analisando essa solugao vemos que para a regiao onde r > 2M, a equagao 
fl2.28p e positiva. Desta forma r cresce com o aumento de t. Por esse motivo 
as curvas dadas pela equagao fl2.29p sao congruencias de geodesicas radiais 
nulas tipo outgoing, ou seja, elas iniciam perto de r = 2M e se dirigem para 
um r maior. 

De forma analoga se tomarmos o sinal negativo na equagao f l2.28p sua 
solugao sera 

t = -(r + 2M ln\r - 2M\ + constante). (2.30) 

Neste caso r decresce com t. Portanto as curvas dadas pela equagao fl2.30p 
sao congruencias de geodesicas radiais nulas tipo ingoing, ou seja, elas iniciam 
em um r grande e se dirigem para um valor de r menor. 

Isto posto, a ideia de Eddington e Finkelstein consistia em definir uma 
nova coordenada temporal no qual geodesicas radiais nulas do tipo ingoing 
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(2.28) 



se tornassem linhas retas. Observando a equagao (I2.3UI) vemos que a melhor 
escolha para nossos propositos e fazer 

i=t + 2M ln{r -2M) , (2.31) 

pois para o intervalo r G (2M, oo) no novo sistema de coordenadas [i, r, 6, 0) 
nossa nova coordenada temporal sera 

i = —r + constante , (2.32) 

a qual forma uma linha ret a que faz —45° com o eixo r. 

Diferenciando a equagao fl2.3ip e susbtituindo na metrica fl2.24|) tere- 
mos a metrica de Schwarzschild em termos das coordenadas de Eddington- 
Finkelstein 

ds^ = -(l- ^] dp + —didr —] dr^ + r^dn'' . (2.33) 



Neste sistema de coordenada o ponto r = 2M e regular. De fato essa trans- 
formagao extende o intervalo em que a metrica e regular mapeando o intervalo 
< r < oo. 

Podemos reescrever a metrica fl2.33p de uma outra forma se introduzirmos 
uma coordenada nula 

v = i+r , (2.34) 

o que resulta entao, na metrica em coordenadas avangadas de Eddington- 
Finkelstein 

ds^ = -(^- dv'^ + 2dvdr + r^c/fil (2.35) 

A superficie formada por r = 2M faz o papel de uma membrana que conduz 
todas as curvas tipo luz e tipo tempo de fora para dentro evitando que nada 
saia para fora desse limite. Por isso esse ponto e conhecido como horizonte 
de eventos. 

Podemos obter uma outra solugao se introduzirmos uma nova coordenada 
temporal 

t* = t-2M ln{r - 2M) , (2.36) 

o qual torna as geodesicas nulas radiais do tipo outgoing linhas retas. Atraves 
dela podemos escrever a coordenada nula u com parametro de tempo retar- 
dado 

u = t* -r , (2.37) 
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e escrever a metrica (12.241) em coordenadas retardadas de Eddington-Finkelstein 
como 

ds'^ = - (l- — ) du^ - 2dudr + r'^d^f . (2.38) 



Buraco Negro de Reissner-Nordstrom 

Uma outra solugao esfericamente simetrica para as equagoes de Einstein na 
presenga de carga eletrica e a solugao de Reissner-Nordstrom. Sendo solugao 
das equagoes de Einstein-Maxwell ela descreve um espago-tempo esferica- 
mente simetrico, estatico, assintoticamente piano e com um campo eletrico 
radial. 

Como neste problema temos um campo eletromagnetico inserido no espago- 
tempo o tensor momento-energia Tj^ e nao-nulo. A metrica obtida como 
solugao tambem deve ser solugao das equagoes de Maxwell. 

Assim as equagoes de Einstein-Maxwell serao 

Rij - \9ijR = -8vr T,,- , (2.39) 

onde [32] 

T., = ^ (^-g'^'F^aF,, + -^g,,F,,F'^'^ . (2.40) 

Como solugao das equagoes (12.391) teremos a metrica de Reissner-Nordstrom 
que e dada por 

ds^ = -(l-'^ + %\df + i ^dr^ + r^dfi^ _ (2.41) 

V ^ ^ J (l 2Af I Q2\ 

Para discussoes adicionais e desenvolvimentos recentes, a respeito do estudo 
de buracos negros em (3 + 1) dimensoes, ver [l8]. 
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Capitulo 3 



Perturbagoes Gerais em 
Buracos Negros (3+1) 
dimensionais 

E como em toda jornada cruzamos estradas perigosas e pontes estreitas. Ao 
nos depararmos com uma ponte pergutamo-nos. O quanto ela e resistente ? 

Ainda que buracos negros sejam objetos exoticos contendo singur alidades, 
o estudo da cvolucao de campos no exterior de tais objetos pode revelar-se 
surpreendentemente simples e bastante iiistrutivo. 

Quando colocamos algum campo, seja ele um campo escalar ou um campo 
eletromagnetico ou ainda um campo gravitacional, para evoluir no exterior 
de um buraco negro, o campo perturba o espago ao seu redor. Essas per- 
turbagoes ainda que inicialmente pequenas, que sera o caso tratado neste 
trabalho, podem ganhar tal proporgao com o passar do tempo que podem 
ser capazes de tornar o objeto instavel e destrui-lo. Portanto uma compre- 
ensao da evolugao de tais campos pode nos fornecer uma grande quantidade 
de informagoes sobre os objetos que serao perturbados. 

O formalismo desenvolvido neste capitulo sera estendido para o caso de 
buracos negros localizados sobre branas no capitulo 7. Serao necessarias 
algumas adaptagoes para o novo modelo mas em essencia o procedimento 
sera o mesmo. 

3.1 Perturbagoes Escalares 

Como se sabe, campos escalares nao-massivos nao descrevem objetos fisicos. 
Entretanto alguns conceitos basicos sobre a teoria de perturbagoes de bura- 
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COS negros podem ser obtidos de perturbagoes escalares. Uma informagao 
interessante que pode ser obtida da perturbagao escalar e sobre a estabili- 
dade do buraco negro. Se um buraco negro e instavel quando submetido 
a uma perturbagao escalar ele tambem sera instavel quando submetido a 
uma perturbagao gravitacional. Como os calculos da perturbagao escalar sao 
mais simples eles podem dar-nos dicas preciosas sem precisarmos de grande 
sofisticagao matematica. 

A evolugao de campos escalares em um espago-tempo 4-dimensional e 
regida pela equagao de Klein-Gordon. Para espagos-tempos esfericamente 
simetricos essa equagao pode ser escrita de uma forma mais generalizada 
devido ao desacoplamento das coordenadas angulares e as coordenadas radial 
e temporal. A equagao de Klein-Gordon para um campo escalar nao-massivo 
e 

□ vi>(t,r,^,0) = O, (3.1) 
que escrita explicitamente e dada por 

d.iV^g'Wj)^ = , (3.2) 



onde {i, j = 0, . . . ,3) e g = det gij e o determinante da metrica. 

Tomemos uma metrica esfericamente simetrica 4-dimensional dada por 

ds^ = -A{r)dt'^ + B{r)dr^ + r^rffi^ ^ (^3 3) 

onde as fungoes A{r-) e B{r) sao, a principio, gerais. 

Assim para calcularmos a perturbagao, em uma metrica esfericamente 
simetrica, causada por um campo ^ , precisamos calcular algumas quantida- 
des relevantes a operagao. 

O determinante da metrica (13. 3p sera 

det gij = ~A{r)B{r)r^ serine , (3.4) 

e conseqiientemente 



-g = sen9 ^/A{r)B{r) . (3.5) 
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Apresentaremos abaixo as derivadas relevantes e nao-nulas para os calculos: 



-9 



2rsen9 v^AB f 1 + - 
V 4 



IdA 1 dB 
A dr B dr 



-9 



do 



= •92 



cos6 r^VAB 



cos6 
senO 



(3.6) 

(3.7) 
(3.8) 



d2 9 



11 



(3.9) 
(3.10) 



1 dB 
~B^1^ ■ 

Devido as simetrias do problema em questao (esferica, sem rotagao) a nossa 
metrica torna-se dependente apenas das coordenadas r e 9 o que reduz a 
equagao fl3.2p a seguinte 

+g^^dl^ + ^(d2^)g^^d,^+g^^dl^ = 0. (3.11) 



Substituindo as derivadas calculadas na equagao (13.111) teremos 



9 



00" 



+ 



+ 



2 1 dA 1 dB 
r ^ 2A~dT ~ 2B dr 



11 11^2^ 

or or'^ 



1 d ( m\ 1 

send—- + 







send 89 \ 89 J sen'^9 8(1)^ 
Utilizando a seguinte substituigao 

^{t,r,9,<P) = Z{r,t)YU0.<P) , 
onde Yim{9, (j)) sao os chamados Harmonicos Esfericos e solugao da equagao 
1 8 ( 8Y,„,\ 1 8^Y, 



(3.12) 
(3.13) 



f sen9- 



+ 



■ Im 







(3.14) 



sen9 89 \ 89 J sen'^9 8(j)'^ 

teremos uma equagao diferencial de segunda ordem que depende apenas de 
ret dada por 



8^Z A 8'^Z 



B 8r^ 



2 1 dA 1 dB 
r ^ 2Alh " wit 



A8Z 
B 8r 



Z . 



(3.15) 
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Essa equagao diferencial pode ser solucionada numericamente se pudermos 
escreve-la em um modo mais agradavel. Isso pode ser feito atraves da subs- 
tituigao da coordenada radial r pela coordenada r^, (ver Apendice IA.4|) . 
Para isso fagamos as seguintes substituigoes 



Z{r,t) = R{r,t) h{r) , /(r) = — , r = r{r^) 



B 



(3.16) 



na equacao fl3.15p . resultando em 



b + 



+ f 



9r„ d 



r 2 dr dr^ 
dr^ d 



1 ~(R b) + 



dr dr^. 



dr dr^: 



ix b) 



ARb 



dr dr^ 

iii + iy 



(3.17) 



Reescrevendo a equagao (13.1 7p e dividindo-a por b{r) teremos 

+ (hK [R' b + b' R] + {i-l [R!' b + 2b' R! + b" R] + 



df^ ' b 
+ 



r^ 2f\ 



[R! b + R b'] = AR 



£(£+ 1) 



(3.18) 



onde ( ' ) e ( ' ) representam diferenciagao com respeito a r^, e r respectiva- 
mente. 

Escrevendo a equagao (I3.18P de modo mais conveniente temos 



d'^R 
' dt^ 

+R 



,d'^R dR 



+ fK^ + ^fhK + '2frl- 



dri dr 

b' b" 
fr^r^- + fr^ — 



,6' 



r + 2/ 



2 rj^ 
r 2f 



b' 



AR 



iii + l)' 



(3.19) 



Como queremos que equagao (I3.19P tome a seguinte forma 

d^R , . d^R, . / N-^/ N 

as seguintes condigoes devem ser satisfeitas: 



(3.20) 



f{r)r^r^ + 2/(r)f 



b 

f{r)rl 



2 

r 2f 
1 . 



fh = 



(3.21) 
(3.22) 
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Solucionando a equagao f l3.22p teremos 



1 




d 


77 




dr^ 




d 


rx d 




dr^ 


yBd^ ' 




r* = 


Itj'"' 



dr 



n = — =^ _ = v;— , (3.23) 

(3.24) 
(3.25) 

Substituindo as equagoes fl3.23p e fl3.24p na equagao fl3.2ip encontraremos a 
fungao 6(r) 



b' 

r: + 2r,- + 
b 



_r 2/ _ 

1 df 2db 2 1 df 

H \ \ = 

2/ dr b dr r 2/ dr 



b{r) 



1 



db _ _b 

dr r ' r 

Para finalizar, o potencial efetivo sera dado por 



onde 



V{r) 



Vefir) = A{r) 



b' b" 
fr^rl- + frl— + 



V{r) 



2 , hf 



r + 2/ 



(3.26) 



(3.27) 



(3.28) 



Substituindo as equagoes (13.261) e fl3.23p na equagao fl3.28p teremos o poten- 
cial V{r) 



V{r) 
V{r) 
V{r) 



fr^r 
fr 



d_ 

dr 



77 



1 

2r dr 



1 

1 df 



r 



2r^y/fdr 



(3.29) 



Desta forma, nossa equagao para a perturbagao causada por um campo esca- 
lar nao-massivo em um espago-tempo esfericamente simetrico, sera reduzida 
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a uma equagao tipo-Schroedinger dependente de t e r — r(r*) com um po- 
tencial efetivo Vef{r) dados por 



-Q^i^^t) + -Q^i^^t)-Vef{r)R{r,t), 
V,f{r)^A{r) ^^—^ + 



J_dl 
2r dr 



(3.30) 
(3.31) 



A funcao de onda que descreve a evolugao do campo escalar nesse espago- 
tempo sera 

^{t, r, 9,cj>) = J2 ^^Yim{9, cj>) . (3.32) 



Im 
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3.2 Perturbacoes Eletromagneticas 

Um campo de grande interesse a ser estudado e o campo eletromagnetico 
pois ele representa um campo de materia com algum sentido fisico. Quando 
estivermos estudando o caso de buracos negros na brana a evolugao do campo 
eletromagnetico sera de grande interesse uma vez que ele pernamece confi- 
nado na brana. Mas por enquanto nos restringiremos a buracos negros em 
(3+1) dimensoes. 

A evolugao de um campo de Maxwell eletromagnetico sem fonte em um 
espago-tempo esfericamente simetrico sao regidas pelas equagoes de Maxwell 



0, 



A, 



A ■ ■ 



(3.33) 



onde Ai e potencial vetor associado ao campo. 
Para uma metrica esfericamente simetrica dada por 



ds^ = -A{r)df + B{r)dr^ + r^dn^ 



(3.34) 



podemos expandir Ai em termos dos harmonicos esfericos vetoriais (V/m) 
(ver dg): 



Ai{t,r,e, 



E 

Lm 



( 



\ 



send 



d4,Yir. 



a {t, r) senO dgYi 



lm 



+ 



k'^{t,r) d^Yim J/ 



onde o primeiro termo a direita tem paridade (— l)^"*"^ e o segundo termo tem 
paridade (—1)^, m e o numero azimutal e i e o numero de momento angular 
orbital. 

Se substituirmos essa expansao acima no tensor F^^ teremos como re- 
sultado dois conjuntos de equagoes. Um paridade (— l)^"*"^ e outro 

paridade (—1)^. As componentes nao-nulas do tensor F^^ de paridade 
(-1)^+1 s&o 



l,m 



,tt„lm \^lm 

sen6 



Lm 



^rr „lm \^lm 

sen6 



Lm 



l,m 



„tt„lm 'W'lm 

y " ,4-' ,<f> _ 

senO ' 

^{^ + 1) a^"' F'™ 

r*^ senO 



?r9 



^rr„lm "W'lm 
y " ,r'^ 4 

senO 
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Substituindo as componentes acima na equagao (I3.33p obteremos uma equagao 
diferencial radial 

1 S^"'- , flf (,„ ^/B) 'Si^a'" ^ . (3.35) 



A df^ 2B ^ ' B 



e outras equagoes que serao satisfeitas identicamente ou serao equivalentes a 
equagao fl3.35p . 

Como no caso da perturbagao escalar, a equagao (13.351) pode ser escrita 
em uma forma mais compacta se utilizarmos a coordenada tartaruga e 
fizermos a substuigao 

a'-(t, r) = A{t^ r), /(r) = |, ^ = ^i.. (3.36) 

Assim a equagao (I3.35P pode ser reescrita como 

-m^ + ^ = ^^'-™(^) ^ (3.37) 

onde 

VeieUr) = A{r)^-^^±^. (3.38) 

Essa sera nossa equagao para componente axial da perturbagao eletromagnetica 
sobre um espago-tempo esfericamente simetrico. 

De modo semelhante as componentes nao-nulas do tensor F^^ de paridade 
(— 1)^ sao 



TT'tr At „rr f T^lm rim \\^lm. Tpt9 f Uli^ flm\ 

^Lm — 9 9 {'^ ,t ~ J ,r)^ 1 ^Lm — 9 ,t ^ J 



Ylm 



Tpttji _ ttfUm _ clm\ 

Substituindo essas componentes na equagao (13.331) obtemos um conjunto de 
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equagoes diferenciais radiais dados por 

/ -elm /i'™ ) 

^U_^r ,tl^rr^2 [^^^ ^ g ^3 gg) 



--{In AB)^r9""{k^'^,r - h^"") = (3.40) 



^(/,'-_^ _ /-J^^ _ ^ii±l) (A;'-^ _ = (3.41) 



e o restante das equagoes ou sao identicamente satisfeitas ou sao equivalentes 
ao conjunto acima. 

Essas sao as tres equagoes da componente polar da perturbagao eletro- 
magnetica. 

No caso da metrica fl3.34p ser a metrica de Schwarzschild, ou seja, A = ^ 
as equagoes fl3.39p . f l3.40p e fl3.4ip se desacoplam, apos uma substituigao 
conveniente, e se reduzem a uma unica equagao que possuira a mesma forma 
da equagao fl3.35p . No caso mais geral ainda nao sabemos se e possivel esse 
desacoplamento das equagoes. 
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3.3 Perturbagoes Gravitacionais 



As perturbagSes gravitacionais de fato, sao o caso mais interessante a ser estu- 
dado, principalmente no que se refere a estabilidade de solugoes das equagoes 
de Einstein. Ao contrario das perturbagoes escalares e eletromagneticas, per- 
turbagoes gravitacionais, afetam levemente a metrica fundo. 

A evolugao de campos gravitacionais em um espago-tempo esfericamente 
simetrico e governada pelas equagoes de Einstein. A perturbagao causada 
por campos gravitacionais pode ser dividida em axiais e polares devido a 
simetria esferica do problema. Essa nomenclatura deve-se ao modo como 
elas se transformam sobre uma inversao espacial em e foi introduzida por 
Chandrasekhar em 1983 [S]. 

PerturbagSes axiais, se transformam como (—1)^+^ e induz um efeito de 
rotagao no buraco negro. 

PerturbagSes polares, se transformam como (—1)^ e como independem do 
sinal da coordenada (p nao induzem rotagao. 

Nesse trabalho trataremos apenas das perturbagoes axiais e considera- 
remos perturbagoes em 1" ordem na metrica gij. Como realizado para a 
perturbagao escalar, calcularemos a perturbagao para uma metrica esferica- 
mente simetrica tao geral quanto possiVel e depois especificaremos caso a 
caso. 



Nossa metrica esfericamente simetrica e dada por 

ds"^ = -A{r)dt^ + B{r)dr^ + r'^dil^ , (3.42) 

com A[r) e B[r) sendo duas fungoes em principio arbitrarias. 

As equagoes de Einstein 4-dimensionais para o vacuo, ou seja, o exterior 
de uma estrela ou buraco negro, serao 

Rij - ^Qij R=0. (3.43) 

A notagao ( " ) indica que o objeto sera calculado com respeito a metrica 
fundo Qij, ou seja, o objeto nao e perturbado. 

O escalar de Ricci sera obtido quando contraimos o tensor de Ricci Rij 
com g^^ . Entretanto ele tambem pode ser calculado quando contraimos a 
equagao (13.431) com a metrica. No caso do espago-tempo vazio, o escalar de 



32 



Ricci sera 

g'^R,j - ^g'^g,, R = 0, 

R-\5\R = 0, 

i? = . (3.44) 
Conseqiientemente nossa equagao fl3.43l) se reduz a 

Rij = . (3.45) 

A equagao (13.451) sera a equagao que perturbaremos. 

Quando estivermos estudando o caso de buracos negros na brana nossa 
equagao de Einstein sera um pouco diferente devido a influencia do bulk. 

Para uma perturbagao em 1" ordem a nova metrica pode ser escrita como 

q^j=g^J+h,,, q^^=g^^-h'i, q,, q^^ = + 0{h'),{3A6) 

onde hij ^ gij. Como essa perturbagao e pequena os termos de 2°- ordem, 
Oih?), podem ser desprezados por serem muito menores que a perturbagao. 
As derivadas covariantes das quantidades perturbadas serao efetuadas com os 
si'mbolos de Christoffel r°- nao perturbados. Entretanto para calcular o ten- 
sor de Ricci perturbado precisaremos dos si'mbolos de Christoffel perturbados 

Os si'mbolos de Christoffel perturbados sao dados por 

1 
2 

onde o termo 5T1- pode ser escrito da seguinte maneira 



= T^q'-'iqu, + - %,,.) = ^ + ^r^^. + 0{h^), (3.47) 



6T1^ = ]^r\hu,, + h,,,, - h,,,,). (3.48) 
O tensor de Ricci perturbado e dado pelas equagoes 

5R,, = 5Tl.^^ - S^^, . (3.49) 

Assim, substituindo a nova metrica qij na equagao fl3.45p . e identificando-a 
com o tensor de Ricci perturbado teremos as equagoes de campo perturbadas 
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para o vacuo como sendo 




, 



= 6Tl^^ - 6^ 



, 




. 



(3.50) 



Essa e a equagao que governa a propagagao de campos gravitacionais no 
vacuo de um espago-tempo esfericamente simetrico. 

No contexto da Relatividade Geral a unica solugao da equagoes de Eins- 
tein que satisfaz a condigoes de um espago-tempo estatico, vazio e esferica- 
mente simetrico e a solugao de Schwarzschild. Entretanto, no contexto de 
branas, a influencia do bulk adicionando um termo de "materia" no tensor 
momento-energia Tij, permite uma classe de solugoes estaticas, vazias e es- 
fericamente simetricas. Tomaremos mais adiante a metrica de Schwarzschild 
como exemplo para explicitarmos as equagoes que governam a propagagao 
de campos gravitacionais neste espago-tempo. Neste trabalho restringiremos 
nossa atengao a componente axial das perturbagoes gravitacionais. Para o 
caso de Schwarzschild, por exemplo, as perturbagoes gravitacionais polares 
sao bem explicadas e desenvolvidas em [6l |9] . 

Perturbagoes gravitacionais axiais 

O calculo de perturbagoes gravitacionais e um assunto que ja foi ampla- 
mente estudado no contexto da Relatividade Geral. Entretanto para os 
nossos propositos dois formalismos sao de interesse. O primeiro deles foi 
desenvolvido por Regge e Wheeler [1] e o segundo por Chandrasekhar [B]. 

Para o nosso calculo das perturbagoes gravitacionais axiais em uma metrica 
dada pela equagao fl3.42p . utihzaremos o metodo desenvolvido por Regge e 
Wheeler. 

Como a simetria do nosso problema e esferica podemos decompor o nosso 
tensor hij em uma parte angular, em termos de harmonicos esfericos tenso- 
riais (ver Apendices IA.2I e IA.3I) , e uma parte dependente das coordenadas r 
e t. 

Utilizando os resultados do trabalho Regge e Wheeler podemos ver que 
a componente axial da perturbagao gravitacional para a metrica em estudo 
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e dada por 



senO dtp 
hl(t,r) dYi^ 
sen9 ddi 



cosO d 



hi{t,r)sen6 

Sim 



ae 






Sim Sim h2{t,r)[j^^- 

7^-^+''°''^-§9-'"'"'^Wde]^i^ -h2{t,r)[sen9 ^-cos0^]y,. 



sim sim \h2{t,r) 



Trabalharemos com a condigao de m = pois qualquer que seja o valor de 
m e / teremos a mesma equagao radial. A vantagem de usarmos m = e 
eliminarmos a coordenada dos calculos das perturbagoes. 
Isso se da pois 
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(3.51^ 



O nosso tensor hij ainda e um tanto quanto complicado. Portanto para sim- 
plifica-lo um pouco utilizaremos o gauge de Regge- Wheeler para perturbagoes 
axiais. 

Para isso faremos um deslocamento infinitesimal na coodernada x"" tal 

que 



X 



x^ + C 



(3.52) 



onde ^" se transforma como um vetor. 
O nosso novo tensor perturbagao h 



sera dado por 



(3.53) 



Desta forma o gauge de Regge- Wheeler que simplifica nossa perturbagao axial 
para / e m arbitrarios sera 



„(^,0), (z,j = 3,4). (3.54) 

Substituindo o gauge fl3.54p na equagao f l3.53p . adotando uma dependencia 
temporal harmonica e"**^* e fazendo m = sem perda de generalidade, nosso 
tensor resultante para perturbagoes axiais sera 



/io(r) 

hi{r) 



sim sim 



X e 



-iijjt 
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send—PAcost 
o9 



, na equagao fl3.50p . teremos como resultado 
tres equagoes acopladas. Nos utilizaremos o resultado obtido por Edelstein 



Substituindo o tensor h,. 
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e Vishveshwara [H] , pela generalidade por eles adotada e porque as equagoes 
obtidas por Regge e Wheeler nao satisfaziam as equagoes de Einstein. 
Assim as componentes nao-nulas da equagao (13.501) sao 



X 



^ d / , , , dhi 

--(MA/5))/., + - 



Pi(cose)e 
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(3.55) 
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(3.56) 



dhi hi Id 



+ ir-Ti5:nMAB))hi 



2B dr Br AB dr 



-(ln(AB))hi—^ + -(ln(A)) ^ — h^ 

ABdr^ ^ dr \Br dr^ ^ 2r^ ) ^ 

dP 

X sene—^{cose)e-'^' = 0. (3.57) 
do 

Essas equagoes podem ser simplificadas se levarmos em conta as propriedades 
dos Polinomios de Legendre Pi{cos9), ou seja, se analisarmos os indices de 
multipolo /. 

Para / = temos que Pq = 1 e por conseqiiencia, a parte angular das tres 
equagSes acima sao identicamente nulas. 

Para / = 1 temos que Pi = —senO. Nesse caso a equagao 5Re^ e identi- 
camente nula. 

Como esses indices de multipolo / = 0, 1 sao menores que o valor do spin 
da perturbagao s = 2 eles nao sao modos dinamicos, ou seja, eles nao evoluem 
no tempo. Eles correspondem a quantidades conservadas. 

Uma perturbagao gravitacional com fndice / = descreve uma mudanga 
na massa do buraco negro. Ja uma perturbagao com mdice / = 1 corresponde 
a um deslocamento alem de gerar um pequeno incremento de momento an- 
gular, fazendo o buraco negro girar. 

Nosso interesse se concentra naqueles indices de multipolo que sao ca- 
pazes de se propagar por um intervalo de tempo suficientemente grande de 
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modo que possamos medir tal onda com nossos detectores. Portanto apenas 
multipolos com / > 2 sao relevantes. 

Para / > 2 temos Pi >2 7^ 0. Desta forma os fatores entre chaves nas 
equagoes devem se anular para que elas sejam satisfeitas, resultando em tres 
equagoes radiais. 

A parte radial da equagao 6Rt^ = pode ser escrita como uma com- 
binagao das outras duas equagoes se a seguinte condigao for satisfeita 
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(3.58) 



Se a equagao fl3.58p for satisfeita poderemos eliminar ho das equagoes de 1" 
ordem e obter uma linica equagao radial de 2" ordem 
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Caso contrario teremos duas equagoes de 2" ordem acopladas que devem ser 
resolvidas para ho e hi. 

Neste momento e necessario que especifiquemos nossa metrica para pros- 
seguir no desenvolvimento dos calculos. Como a metrica de Scliwarzscliild 
satisfaz a equagao (13.581) tomemo-a como exemplo. 

A metrica de Scliwarzscliild e dada por 



ds' 



-A{r)dt^ + B{r)dr^ + r^dQ^ 



onde 



A{r) 



2M 



Se definirmos 

Q{r) = 

e a coordenada tartaruga como 
1 
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(3.60) 



(3.61) 



(3.62) 



(3.63) 
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e substituirmos na equagao fl3.59p juntamente com os valores de A{r) e B{r) 
obteremos uma equagao tipo-Schroedinger dada por 

^ + (c^ - ) g = , (3.64) 

onde 

Essa e nossa equagao para perturbagao gravitacional axial para o buraco 
negro de Schwarzschild. Essa equagao tambem e conhecida como equagao de 
Regge- Wheeler. 
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Capitulo 4 



Estabilidade e Modos 
Quasi-Normais de um Buraco 
Negro 

As surpresas de uma viagem tornam-na mais emocionante. Entretanto ndo 
podemos correr o risco de cruzar uma ponte e a mesma cair. Ndo podemos 
continuar nossa jornada sera saber se nossa ponte e estdvel, segura. Que 
caracteristicas da ponte podem nos dizer sobre sua estabilidade? Suas cordas? 
Seu piso? 

4.1 Estabilidade 

Como foi visto no capitulo anterior, a evolugao de campos no exterior de um 
buraco negro causa perturbagoes no espago-tempo. Portanto podemos nos 
perguntar como essas perturbagSes afetam o proprio buraco negro. 

Assim uma pergunta merece atengao. Buracos negros sao estaveis, quando 
submetidos a algum tipo de perturbagao? 

Para responder tal pergunta e necessario saber se solugoes da equagoes 
de Einstein tipo buraco negro sao estaveis, ou seja, se eles existem realmente 
e podem ser perturbados. 

O imcio desses estudos sobre estabilidade de buracos negros remontam 
ao ano de 1957 com o trabalho de Regge e Wheeler sobre a estabilidade da 
singularidade de Schwarzschild [1]. 

Neste trabalho Regge e Wheeler analisaram se, perturbagoes gravitacio- 
nais sobre o buraco negro de Schwarzschild, cresciam exponencialmente com 
o tempo. Isso nao foi observado do que eles concluiram que o buraco negro de 
Schwarzschild era estavel sobre aquele tipo de perturbagao. Quando estiver- 
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mos estudando buracos negros sobre a brana, utilizaremos o mesmo criterio 
de estabilidade, ou seja, estudaremos se as perturbagoes crescem exponen- 
cialmente no tempo. Mas por enquanto voltemos nossa atengao ao caso de 
buracos negros em (3+1) dimensoes. 

Como estudado anteriormente, quase todas as equagoes que governam a 
evolugao de campos no exterior de um buraco negro esfericamente simetrico 
podem ser escritas na forma de uma equagao diferencial de 2"^ ordem do tipo- 
Schroedinger quando assumimos uma dependencia temporal do tipo e"*"^*. 
Desta dependencia temporal podemos ver que se a; e puramente imaginario 
{u = ia), a exponential e"*""* cresce com o tempo causando a instabilidade. 
Nessa descrigao o estudo das perturbagoes de um buraco negro e analogo ao 
estudo do problema de propagagao de onda em uma barreira de potential em 
mecanica quantica. 

Quando tratamos as equagoes de perturbagao dessa maneira o termo u"^ 
faz o papel da energia da onda na equagao de Scliroedinger. A quantidade 
resultante de (w^ — V{r)) pode ser interpretada como o potential efetivo. 

Assim nossa atengao se reduz ao estudo da equagao 

^ + (c^ - V{r)) Q = 0. (4.1) 

sobre um dado potential V{r), que depende do tipo da perturbagao realizada 
sobre o buraco negro , com condigoes de contorno apropriadas. Portanto a 
forma do potential V{r) tem papel decisivo na estabilidade do buraco negro. 
Tomemos o caso do buraco negro de Schwarzschild novamente como exemplo. 
Para perturbagoes gravitacionais axiais, o potential V{r) e dado por 



+ 1) 6M 



(4.2) 



e o comportamento da solugao geral e dado por [1] 



Q ~ C2sen{(jjr + 77) r — )• 00. (4.4) 

Investigando o comportamento do potential V{r) podemos ver que ele e igual 
a zero sobre o raio de Schwarzschild cresce ate um maximo em (r = 3M) e 
entao cai a zero novamente para grandes valores de r. Em outras palavras 
ele e um potential positivo definido, ou seja, em nenhum momento ao longo 
do intervalo estabelecido r e (2M, 00), o valor do potential muda de sinal. 
Esse comportamento divide a nossa regiao de estudo em 3 regimes diferentes. 
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No regime 1, onde cu^ > V{r), a solugao e oscilatoria em todo o espago, 
ou seja, temos uma onda gravitacional se propagando livremente. 

No regime 2, < V{r), ou seja, e ainda positivo, mas menor que 
a altura da barreira. Nesse regime temos duas condigoes diferentes onde as 
ondas gravitacionais podem diminuir ou crescer exponencialmente na regiao 
da barreira. 

A condigao 2a corresponde a ondas gravitacionais que nunca escapam 
para grandes valores de r, ou seja, elas passam pela barreira mas decaem 
rapidamente com o aumento de r. 

A condigao 2b corresponde a ondas gravitacionais que atravessam a bar- 
reira e emergem maiores do lado de fora da barreira. Estas duas solugSes sao 
como no caso do regime 1, ou seja, sao ondas gravitacionais que se propagam 
livremente. 

O regime 3 sera quando < 0. Neste regime se u for puramente ima- 
ginario teremos instabilidades. A solugao aceitavel que cai a zero para gran- 
des valores de r, tambem cai a zero em r = 2M. Portanto nao ha possibili- 
dade de cola-la suavemente a uma solugao "na outra metade da barreira de 
potencial" . Assim podemos concluir que nao existe solugao instavel para on- 
das geradas pelas perturbagoes gravitacionais axiais, ou seja, o buraco negro 
de Schwarzschild e estavel sobre perturbagoes gravitacionais axiais. 

De modo um pouco mais rigoroso podemos estabelecer um criterio de 
estabilidade atraves de uma integral tipo-energia. Para um buraco negro com 
simetria esferica e componentes gu e grr dependentes apenas da coordenada 
radial r podemos utilizar a equagao fl3.30p . Tomemos a derivada temporal 
do complexo conjugado da fungao de onda dtR, multipliquemos pela equagao 
fl3.30p e somemos a equagao resultante ao complexo conjugado dessa equagao. 
Teremos entao 

an / d^R a^fl „ \ aR/ a^u a^u „ 
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Usaremos entao as seguintes relagoes: 
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(4.6) 
(4.7) 
(4.8) 
(4.9) 
(4.10) 

Relacionando as equagoes acima e substituindo na equagao (14. 5p . teremos 
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Se integrarmos a equagao (14. lip em relagao a r^, sobre o intervalo de — oo 
a +00 o termo a direita da equagao sera nulo e assim teremos a seguinte 
condigao 
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(4.12) 



Como queremos uma condigao de estabilidade, precisamos que a constante 
Ci seja positiva e finita. 



Se observarmos a equagao fl4.12p podemos ver que os termos e 



I dR 12 

sao limitados e positivos. Conseqiientemente se quisermos que Ci seja posi- 
tiva e finita devemos avaliar o comportamento do potencial V . 

Se V for positivo definido, o termo deve ser positivo e finito para 

que Ci tambem o seja, o que acaba excluindo todas as solugoes de i?(t, r) que 
crescem exponencialmente com o tempo. Conseqiientemente o sistema sera 
estavel. Se o potencial V apresentar alguma regiao onde ele possa assumir 
valores negativos nada podemos dizer a respeito da estabilidade do sistema 
pois a constante Ci pode assumir qualquer valor. 
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Por exemplo, se assumirmos uma dependencia temporal e ^'^^ 
R{r,t) = R{r)e-''^\ 



teremos 
(4.13) 



dR 



dt 



= {-^u){^u)\R{r)\' = u'\R{r)(^ 



(4.14) 
(4.15) 



Sendo V positive definido, deve ser positive para que Ci seja positiva e 
limitada. Se u = ia fosse puramente imaginario = — seria negative o 
que faria com que nao pudessemos garantir que Ci fosse positiva e limitada. 
Neste caso a solugao cresce exponencialmente com o tempo e 



4.2 Modos quasi- nor mais 

Em nossa busca, por uma confirmagao experimental da existencia de buracos 
negros em nosso Universe, o estude des modes quasi-normais tem um papel 
fundamental. 

Esse estude surge come uma ferramenta extremamente litil para dar base 
teorica a analise de ondas gravitacienais uma vez que as freqiiencias quasi- 
normais de oscilagae de um burace negro estae centidas em tais ondas. 

Come OS modos quasi-normais estao intimamente ligados a propriedades 
tais como, a carga Q, a massa M e o momento angular L do buraco negro, 
eles podem ser utilizados para identificar se um buraco negro tem rotagao ou 
se esta eletricamente carregado. 

Os modos quasi-normais de oscilagao possuem esse nome pois diferente- 
mente dos modos normals eles nao sao estacionarios e possuem duragao li- 
mitada. A parte imaginaria da freqiiencia quasi-normal amortece a oscilagao 
limitando-a no tempo. 

Formalmente falando, modos quasi-normais sao definidos como solugdes 
das equagoes de perturbagoes, que possuem freqiiencias caracten'sticas com- 
plexas e satisfazem condigoes de contorno especificas. Ver NoUert [3], Kok- 
kotas [215] e Cardoso [30] para maiores detalhes. 

Esse comportamento de amortecimento e um tanto quanto estranho uma 
vez que nao existe nenhum material nem dentro nem fora do buraco negro 
capaz de causar tal amortecimento. 

O formalismo utilizado no estudo de modos-normais para sistemas osci- 
latorios sera entao aplicado ao estudo dos modos quasi-normais para obser- 
varmos em que condigoes tal estranho comportamento e observado. 

Na analise de modos normals de um sistema oscilatorio, geralmente temos 
um sistema de equagoes diferenciais ordinarias com condigoes de contorno 
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para que o efeito da oscilagao se anule fora de uma regiao finita do espago. 
No nosso caso teremos a equagao diferencial 

^ + (c^ - V{r)) g = 0, (4.16) 

governando nossas perturbagoes. Entretanto, perturbagoes em buracos ne- 
gros geram ondas gravitacionais que se propagam por todo espago impedindo- 
nos de impor um condigao de modo que ela se anule fora de uma regiao finita. 

Portanto, devido ao carater especial dos buracos negros, imporemos as 
seguintes condigoes de contorno: 

• nada sai do infinito espacial. 

• nada sai do horizonte de eventos do buraco negro. 

Essas condigoes geram solugSes conhecidas como puramente emergentes ( out- 
going solutions ). Dizendo de outra maneira queremos ter apenas ondas gra- 
vitacionais, entrando no horizonte de eventos, e entrando no infinito espacial. 
Essas exigencias fazem sentido pois queremos estudar a resposta da metrica 
fora do buraco negro e nao queremos que nenhuma onda gravitacional vinda 
do infinito continue a perturbar o buraco negro. 

Devemos por isso avaliar o comportamento da nossa equagao (14.161) nos 
limites quando — ±oo para obtermos o comportamento da nossa solugao 
sobre os contornos do problema. 

Novamente, de acordo com a forma do potencial V{r), nossas condigoes 
gerarao solugoes distintas. 

Se aplicarmos tais condigoes para a equagao que governa a perturbagao 
gravitacional axial de Schwarzschild que pode ser representada pela equagao 
(I4.16P e o potencial V{r) dado pela equagao (14. 2 p teremos que 

Q{uj,r^:) ~ e*'^''* quando r* — )■ — oo, (4-17) 

Q{u,r^:) ~ e"*'^''* quando — )■ +00. (4-18) 

Sob essas condigoes as perturbagSes do buraco negro de Schwarzschild ad- 
quirem o comportamento agora nao tao estranho descrito acima que carac- 
terizam os modos quasi-normais. 

A maioria dos estudos desenvolvidos nesta utiliza de solugoes 

numericas para a equagao (I4.16P . Ching, et al [20] obtiveram algumas solugoes 
anah'ticas para comportamentos assintoticos. Recentemente Fiziev [2T] ob- 
teve uma solugao analftica para a equagao de Regge- Wheeler com o uso das 
fungoes de Heun. 
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Neste trabalho nos utilizaremos do calculo numerico para obter a solugao 
da equagao f l4.16p para os buracos negros estudados. 

O estudo de modos quasi-normais tern se mostrado muito litil tambem no 
estudo de propriedades quanticas e termodinamicas de buracos negros tais 
como a temperatura Hawking [25] e area quantica mmima ||26l [51] do buraco 
negro. 

Estudos de perturbagoes de sistemas com constante cosmologica [IHl ED] 
e com carga [52] tem mostrado a existencia de modos quasi-normais de os- 
cilagao. 

Em um trabalho recente Maartens [I9l propoem a utilizagao de modos 
quasi-normais como uma ferramenta na detecgao de dimensoes extras. Neste 
trabalho e realizada uma espectroscopia da onda gravitacional emitida por 
uma corda negra "black string" onde e possfvel identificar os modos massivos 
do graviton com os picos obtidos, gerando assim um mecanismo capaz de 
identificar uma "impressao digital" da dimensao extra. 
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Capitulo 5 

Termodinamica de Buracos 
Negros 

Apos a travessia da ponte, fagamos uma merecida parada para observar a 
paisagem e aquecer um cafe. 

A possiVel relagao existente entre a mecanica de buracos negros e a ter- 
modinamica ordinaria surgiu na verdade de uma possivel violagao da termo- 
dinamica por processos fisicos envolvendo buracos negros. 

5.1 Leis da Termodinamica de Buracos Ne- 
gros 

Wheeler notou que a existencia de buracos negros na teoria classica da gra- 
vitagao contradizia a scgunda lei da termodinamica que diz que a entropia 
de uma sistema isolado nunca pode diminuir qualquer que seja o processo 
fisico envolvido. 

Imaginemos, por exemplo, um buraco negro que acaba de absorver um 
corpo quente que possui uma certa quantidade de entropia. Um observador 
localizado no infinito nos dira que a entropia total, do mundo acessiVel a 
obscrvacao dele diminuiu, uma vcz que nenhuma informagao sobre a entropia 
do corpo absorvido cscapa do buraco negro. 

Outro problema que surgia da teoria classica da gravitagao era que a 
temperatura de um buraco negro era zero absoluto. Esse fato descartava 
qualquer possivel relagao entre uma temperatura fi'sica e algum parametro 
do buraco negro. 

Portanto utilizando apenas argumentos classicos a relagao entre a mecani- 
ca de buracos negros e a termodinamica ordinaria tornava-se inviavel. Foi 
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necessario entao, a ajuda de mecanismos quanticos tais como efeito termal de 
criagao de particulas originado do estudo de propagagao de campos quanticos 
no exterior de buracos negros e reformulagoes mais precisas das leis da ter- 
modinamica para consolidar-se de forma mais rigorosa a relagao entre essas 
duas areas. 

Em 1973, Bekenstein [T^ foi o primeiro a perceber uma relagao entre leis 
satisfeitas por buracos negros e a termodinamica ordinaria. Ele notou que o 
teorema da area de buracos negros pU], da Relatividade Geral classica, que 
declara que a area A de um buraco negro nunca diminui por qualquer que 
seja o processo fisico 



era analogo a declaragao da segunda lei da termodinamica que diz que a 
entropia total S de um sistema fechado nunca diminui qualquer que seja o 
processo fisico 



Bekenstein propos entao que a area do buraco negro deveria ser interpretada 
como uma entropia fisica. 

Pouco tempo depois a analogia entre a termodinamica e certas leis da 
fi'sica de buracos negros foi desenvolvida sistematicamente por Bardeen, Haw- 
king e Carter [14|. Eles mostraram que em Relatividade Geral a gravidade 
superficial, k, de um buraco negro estacionario deve ser constante sobre o 
horizonte de eventos. 

Eles notaram que este resultado era analogo a declaragao da Lei Zero da 
termodinamica que diz que a temperatura, T, deve ser uniforme sobre um 
corpo em equilibrio termico. Eles demonstraram tambem a Primeira Lei da 
mecanica de buracos negros que, para o vacuo, declara que a diferenga de 
massa, M, de area. A, e de momento angular, J, de dois buracos negros 
estacionarios proximos, deve ser 



onde 17 e a velocidade angular do horizonte de eventos. Eles perceberam 
que esta lei e analoga a primeira lei da termodinamica, que declara que 
a diferenga na energia, E, na entropia, S e em outros parametros de dois 
estados proximos do equilibrio termico de um sistema e dado por 



AA>0 




AS > 0. 




SM = —k6A + Q6J , 



(5.3) 



SE = T6S + Hermos de trabalho" . 



(5.4) 
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Fazendo uma comparagao entre a lei zero, a primeira e segunda leis da ter- 
modinamica e as correspondentes leis da fisica de buracos negros podemos 
ver que as quantidades analogas sao 

E < — y M, T < — y an, S < — > , (5.5) 

onde a e uma constante indeterminada. Entretanto, essa analogia entre as 
quantidades pareciam ser apenas coincidencias matematicas desprovida de 
qualquer significado fisico pois classicamente, a relagao entre Ten nao fazia 
sentido, o que acabava inviabilizando tambem a relagao entre a entropia e a 
area. 

Com isso a ideia dessa analogia perdeu forga. Foi necessario a utilizagao 
de conceitos quanticos para resolver esses problemas. 

Em 1975 o cenario modificou-se com a importante descoberta de Hawking 
P^ . Em sens estudos sobre propagagao de campos quanticos no exterior de 
buracos negros ele descobriu que devido ao efeito quantico de criagao de 
partfculas, um buraco negro irradiava para o infinito todas as especies de 
partfculas com um espectro de corpo negro perfeito, a uma temperatura 

Th = ^, (5.6) 

chamada Temperatura Hawking do buraco negro. Com isso, a relagao entre 
Ten ganhou sentido fisico pois /t/27r e a temperatura fisica do buraco negro. 

Isso confirmou a ideia de que um buraco negro estacionario era um estado 
de equilfbrio termico. 

Havia ainda o problema da diminuigao da entropia quando um corpo era 
absorvido pelo buraco negro. Esse problema foi contornado por Bekenstein 
ao reformular a segunda lei da termodinamica. Ele propos uma segunda lei 
generalizada [23|fT3] onde a entropia total do sistema (buraco negro + objeto) 
nunca diminui qualquer que seja o processo fisico. Com esses desenvolvimen- 
tos restam agora poucas duvida de que as leis da fisica de buracos negros 
correspondem a leis da termodinamica aplicada a sistemas constitui'dos de 
buracos negros. 

As leis da termodinamica de buracos negros podem ser assim declaradas 
Lei Zero 

A gravidade superficial k, de um buraco negro estacionario e constante em 
todo lugar, sobre a superficie do horizonte de eventos. 

Primeira Lei 
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Quando um sistema que possui um buraco negro muda de um estado es- 
taciondrio para outro, sua massa muda por 

dM dSBN + ^BN dJBN + ^BNdQ + 5q (5.7) 

onde dJsN e dQ sdo as mudangas no momento angular total e da carga 
eletrica do buraco negro, respectivamente. O termo 5q e a contribuigdo na 
massa total devida a mudanga na distribuigdo estaciondria de materia fora 
do buraco negro e ^bn e o potencial eletrico do buraco negro. 

Segunda Lei 

Em qualquer processo cldssico, a area de um buraco negro, A, e conseqiien- 
temente sua entropia Sbn, nunca diminui: 

A^'sAT > onde Sbn = (5.8) 

A lei de ndo diminuigdo da area do buraco negro nos diz que a fragdo da 
energia interna do buraco negro que ndo pode ser extraida aumenta com o 
tempo. 

Segunda Lei Generalizada - SLG 

Qualquer que seja o processo fisico envolvendo buracos negros, a entropia 
total generalizada, S, nunca diminui: 

AS = ASbn + ASm > 0. (5.9) 

onde Sbn e a entropia do buraco negro e Sm a entropia da radiagdo e materia 
fora do buraco negro. 

Existe ainda uma lei analoga a tcrccira lei da termodinamica, mas omiti- 
remos tal lei por nao a utilizarmos durante o trabalho. 

5.2 Calculo do limite superior da entropia de 
um corpo caindo em um BN Esferica- 
mente Simetrico 

Assumindo a validade da (SLG) uma nova condigao sobre a entropia Sm da 
radiagao e da materia fora do buraco negro e estabelecida. 
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Quando um corpo de energia E e raio efetivo R e absorvido por um buraco 
negro, a area da superficie do buraco negro aumenta por um valor SttER 
[22] . Se quisermos que esse aumento seja mmimo, a (SLG) sera violada se a 
entropia do corpo Sm for maior que 2ttER. Dessa forma um limite superior 
para entropia Sm e gerado. Vamos calcula-fo formalmente. 

Vamos considerar um corpo neutro com massa de repouso m e raio proprio 
R caindo em um buraco negro esfericamente simetrico onde a metrica e dada 
por 

ds"^ = gijdx'dx^ = -A{r)dt^ + B{r)dr'^ + r'^dn^ (5.10) 

e cujo horizonte de eventos e dado pela seguinte condigao 

gtt\r=ru = ^ ^A{rh) = ^ parar = rh. (5.11) 

A gravidade superficial k para esse buraco negro sobre o horizonte de eventos 
e dada por 



1 d\gtt\ 

K = , 



-W\9tt\9rr dr ^^^^ 
As constantes de movimento associadas atead) sao 



(5.12) 



E = TTt = gtd, J = -TT^ = g^cf^. (5.13) 
O quadrado da massa e dado por 

= -na'- (5.14) 

Sem perda de generalidade consideraremos apenas o movimento equatorial 
do corpo, isto e, 6* = 7r/2. 

A equagao quadratica para a energia conservada E do corpo e dada por 

o E'^ 

-m2 = — + — , 5.15 

gtt 

aE^ -2f3E + a = , (5.16) 

com 

a = 1 



a 



J2 
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(5.17) 



Como nosso corpo possui um raio proprio nao-nulo, R e sabendo que a 
equagao (I5.15P descreve o movimento do centre de massa do corpo preci- 
samos calcular o novo ponto de captura do corpo pelo buraco negro. 

Isso se faz necessario pois quando parte do corpo ja atravessou o horizonte 
de eventos o centro de massa ainda esta do lado de fora. Portanto o novo 
ponto de captura sera dado por r = Vh + 6 onde 6 e dado por 

dr=R. (5.18) 

Integrando a equagao fl5.18p teremos uma expressao para S. Se estivessemos 
em um espago-tempo chato, teriamos 6 = R. 

Resolvendo a equagao f l5.15p para a energia e calculando seu valor sobre 
o ponto de captura r = rh + 6 teremos a energia de captura que e dada por 



Ecap= \l-9tt ( ^+"^' 



(5.19) 



O valor Ecap que minimiza o aumento da area da superficie do buraco negro 
e obtido quando J = de mo do que 



Da Primeira Lei da Termodinamica de Buracos Negros sabemos que 

= I dAr (5.21) 

onde Ar = A/Att e dM = Emin e a mudanga na massa do buraco negro devido 
a assimilagao do corpo. Assim usando a equagao (15.121) nos deveremos obter 
que 

dAr = 2mR , (5.22) 

a menos que as componentes da metrica produzam alguma corregao. Hod 
mostrou que para corpos carregados eletricamente esse limite e diferente e 
depende da carga Q [27] do corpo absorvido. 

Assumindo a validade da Segunda Lei Generalizada, S'b„(M + dM) > 
Sbn{M) + Sm, obtemos um limite superior para a entropia Sm associada a 
um corpo com energia propria E, absorvido pelo buraco negro, que e dado 
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por 



A + dA 
4 




m 




m 



Att dAr 



> s, 



4 



m 



m 



< 2nER . 



(5.23) 



Portanto se a (SLG) for valida, um observador localizado no infinito que ve 
um corpo caindo em um buraco negro esfericamente simetrico dira que houve 
um aumento da entropia generalizada e nenhuma violagao e constatada. 

Esse limite e portanto considerado universal no sentido dc que clc de- 
pende apenas dos parametros do corpo absorvido sendo independente dos 
parametros que caracterizam o buraco negro. 
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Capitulo 6 
Mundo Brana 



Apos a parada, sigamos agora para fora dos nossos limites, rumo ao espago 
desconhecido. 

O uso de dimensoes extras na tentativa de uma descrigao unificada do nosso 
mundo fisico nao e uma ideia nova. Em meados dos anos 20 Kaluza e Klein 
[21] conseguiram unificar o eletromagnetismo e a gravitagao utilizando-se de 
um dimensao extra espacial. Desde entao a utilizagao de dimensoes extras 
em modelos fi'sicos tem ganhado forga devido a sua capacidade de explicar 
muitos fenomenos fisicos e gerar novas descrigoes do mundo em que vivemos. 
A maioria dos desenvolvimentos recentes em Fisica Teorica baseiam-se no 
uso de dimensoes extras, onde se destaca a Teoria de Cordas. 

Teoria de Cordas 

Atualmente sabemos que sob altas energias, a Teoria da Relatividade Ge- 
ral falha pois perde sua capacidade de predigao. Para um entendimento de 
processos fisicos nesse mVel de energia faz-se necessario o desenvolvimento 
de uma teoria quantica da gravitagao. 

Uma candidata promissora, capaz de gerar uma descrigao unificada dos 
campos de materia do Modelo Padrao e da gravitagao, e a Teoria de Cordas. 

A Teoria de Cordas preve que o espago-tempo em que vivemos e composto 
de 10 dimensoes sendo 1 dimensao temporal e 9 espaciais. Esse espago-tempo 
10-dimensional recebe o no me de bulk. Como ate agora, o mundo fisico ob- 
servavel e 4-dimensional, ela assume que as outras 6 dimensoes espaciais sao 
pequenas e compactas, ou seja, estao enroladas de modo que um observa- 
dor nao seja capaz de observa-las diretamente mas seja capaz de sentir sens 
efeitos no seu mundo observavel. Uma analogia interessante utilizada para 
explicar essa ideia e a analogia da mangueira de jardim. 
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Se olharmos de perto, para uma mangueira de jardim, estendida no chao, 
observaremos que ela e um objeto tridimensional com largura, espessura e 
comprimento. Agora se observarmos essa mesma mangueira de muito longe 
veremos apenas uma linha estendida no chao e assim nada podemos dizer se 
aquele objeto possui mais dimensoes. 

Outra previsao da Teoria de Cordas e a existencia de subvariedades p+1 
dimensionais do espago-tempo 10- dimensional que recebem o nome de p- 
branas. Um importante subconjunto das p-branas sao as D-branas. 

D-branas sao hip er superficies que funcionam como condigSes de contorno 
do espago-tempo 10-dimensional onde a extremidade de cordas abertas sao 
presas. 

Na Teoria de Cordas os gravitons sao representados por cordas fechadas 
que podem se propagar pelo bulk. Ja os campos de calibre do modelo padrao 
sao representados pelas extremidades de cordas abertas que podem se mover 
apenas sobre as p-branas. Isto e, os campos de calibre permanecem confina- 
dos as p-branas. 

Problema da Hierarquia 

O problema da Hierarquia surge da grande diferenga entre as escalas ele- 
trofraca Egf ~ 10'^ GeV e a escala de Planck 4-dimensional Ep ~ 10^^ GeV. 
Essa grande diferenga torna-se um problema quando se faz necessario um 
tratamento unificado da gravitagao e da mecanica quantica para um deter- 
minado processo fisico. 

Os conceitos apresentados acima inspiraram os modelos de Mundo Brana 
conhecidos. Atualmente existem diversos modelos de Mundo Brana com ca- 
racten'sticas bem especi'ficas. 

Apresentaremos na segao a seguir dois modelos bem conhecidos: ADD e 
Randall- Sundrum. Estes dois modelos impulsionaram avangos na ffsica de 
particulas e mesmo na cosmologia. 

6.1 Um olhar sobre o Mundo Brana 

Essa segao sobre Mundo Brana foi inspirada nos trabalhos realizados por 
Michele F. Ferraz [31] e Adenauer G. Casali [35] . 
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6.1.1 Modelo ADD 



A motivagao do modelo ADD [18] repousa na solugao do problema da hie- 
rarquia fazendo uso de dimensoes extras. 

Este modelo e constitui'do de um espago-tempo (4 + d) dimensional, 
onde campos de materia estao confinados a uma brana 4-dimensional de 
"espessura"i?gj~^ e apenas a gravidade e livre para se propagar por todo o 
bulk (4 + d) dimensional. As d dimensoes extras sao compactas com raio R, 
ou seja, limitada por condigoes de contorno que as tornam finitas, e podendo 
assumir topologias diversas. Para o caso de d = 2 por exemplo, podemos 
ter uma 2-esfera ou um toros com raio interno nulo. Neste modelo existe a 
possibilidade de campos de materia sairem para o bulk carregando energia. 

Entretanto, carga eletrica, por exemplo, deve se conservar nao podendo 
assim escapar para o bulk. 

Seguindo esses conceitos, a proposta do trabalho [18], e mostrar que para 
um mundo com 6 dimensoes o problema da hierarquia e solucionado e pode 
ser confirmado experimentalmente em breve. 

Podemos mostrar pela Lei de Gauss em (4 + d) dimensoes que o potencial 
em torno de uma massa pontual M e dado por 



onde Gi+d e a escala gravitacional em (4 + d) dimensoes. 

Tomando r como a distancia entre um ponto qualquer e a massa pontual, 
e R a. largura das dimensoes extras temos que se r < R, entao o potencial 
V{r) sera 



A essa distancia as dimensoes extras influem no comportamento do potencial 
como pode ser visto. 

Para uma distancia r > R vemos que as dimensoes extras nao influenciam 
fortemente o potencial de modo que recuperamos o potencial 4-dimensional 






(6.2) 




(6.3) 




(6.4) 



Ml 



PL — 




(6.5) 
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Se supusermos M4+rf da ordem da escala eletrofraca {E^f ~ 10^ GeV) e 
MpL ~ 10^^ GeV teremos da equagao (16.51) que 

R = = io(32M-i7cm. (6.6) 

Se tivermos d = 1 o raio da dimensao extra sera R ~ lO^^cm o que implicaria 
em violagoes na gravitagao em distancias da ordem do sistema solar. 

Se adotarmos entretanto d = 2 com uma topologia tipo toros o valor do 
raio das dimensoes extras sera 

R ^ 1mm. (6.7) 

Como experimentos, que medem a validade do potencial V{r) ~ i, tem 
precisao ate a ordem de 0, 1 mm, fica aberta a possibilidade de termos uma 
nova lei do potencial. Novos experimentos com maior precisao poderao nos 
dizer como se comporta o potencial gravitacional a pequenas distancias e 
assim validar ou nao as hipoteses do modelo ADD. 

6.1.2 Modelos Randall-Sundrum 

Como o modelo ADD, os modelos de Randall-Sundrum (RS) [161 E] foram 
inicialmente propostos no intuito de fornecer um novo mecanismo para solu- 
cionar o problema da hierarquia. Entretanto muitas outras aplicagoes foram 
dadas a esses modelos posteriormente, tais como o estudo de cosmologia de 
branas, buracos negros em branas, etc. 

Diferentemente do modelo ADD os modelos RS se utilizam apenas de uma 
linica dimensao extra espacial. Os modelos RS constituem um espago-tempo 
5-dimensional onde apenas a gravidade pode propagar-se livrevemente, po- 
dendo ter duas (RS-I) ou uma brana (RS-II), onde os campos de materia 
permanecem confinados. 

Nestes modelos a metrica e nao fatoravel de modo que a metrica de Min- 
kowski e multiplicada por um fator de deformagao que depende da dimensao 
extra. E esse fator que atenua a gravidade e corrige a escala de Planck re- 
solvendo o Problema da Hierarquia. 

RS-I 

O modelo RS-I [TB] consiste em um espago 5-dimensional com constante 
cosmologica A^d negativa, denominado bulk, onde a quinta dimensao e es- 
pacial e compacta. A dimensao extra e representada pela coordenada y e 
possui raio de compactificagao Vc de modo que —nrc <y< ttVc. 
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Duas branas sao utilizadas neste modelo e correspondem a pontes fixos 
no bulk, ou seja, sao condigSes de contorno do espago 5- dimensional. 

Adotaremos a simetria Z2, y — )■ —y, on seja, as branas funcionarao como 
espelhos dividindo o bulk em duas partes identicas. Por isso podemos res- 
tringir o intervalo que nossa coordenada extra cobre para < y < ttTc. 
Podemos entao localizar a brana visiVel, que corresponde ao nosso universo 4- 
dimensional, sobre y = e a segunda brana escondida sobre o ponto y = ttVc- 
Assim teremos as metricas sobre as branas como sendo 

= G^^{y = Q)5;5l (6.8) 



Co = G^^(l/ = vrrJ^X' (6-9) 
com /i, z/ = . . . 4 e a, 6 = . . . 3. 

O cenario adotado neste modelo e descrito pela seguinte agao classica 



S — S^D + Svis + Sesc , (6.10) 



onde 



S^D = J ^/\G\[-MD + 2M|oR] d^xdy , (6.11) 
= J V\^\l^-s-2X.^6iy)d^.dy, (6.12) 

= / V^[^e^-2A.d^(,-.r.).^x.,, (6.13) 

onde M^£, e a escala de Planck em 5-D, X^g e X^sc sao as tensoes nas bra- 
nas que atuam como origens gravitacionais na ausencia de excitagoes de 
partfculas. As Lagrangeanas das branas sao dadas por C entretanto sens 
detalhes nao sao relevantes para a determinagao da metrica 5-dimensional. 

Efetuando uma variagao na agao fl6.10p e lembrando que, nas fronteiras 
^dab = ^G^^6^6^ e o termo SR^j^i, pode ser deprezado, obteremos as seguintes 
equagoes de campo 



+ ^\G^'^A,^ + 2v^ 5^Jl Xesc 5{y - vrrjj . (6.14) 
Usando como Ansatz a metrica nao fatoravel 

ds^ = e^''^y^7]abdx''dx^ + dy^ (6.15) 
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e aplicando-o na equagao ( 16.141) teremos as equagoes 

A solugao consistente com a simetria do problema y — )■ — y para a equagao 
flgTTB]) e 



Nesta etapa podemos observar que a linica solugao fisicamente aceitavel e 
uma constante cosmologica K^d negativa o que caracteriza um hulk do tipo 
AdS^. Portanto o espago-tempo entre as duas branas e uma fatia de uma 
geometria AdS^. 

Derivando a equagao fl6.18p e lembrando que supusemos uma condigao de 
periodicidade para a coordenada y temos 



<y" = ±2rc J-^^ {S{y) - 6{y - irr^)} . (6.19) 

Comparando-a com a equagao fl6.16p vemos que, para que a metrica fl6.15p 
seja solugao das equagoes de campo devemos ter as seguintes relagoes [M|[35] 

Xv^s = -Xesc = Tl^M^j^k; A5D = -24Mlj,k\ (6.20) 

Desta forma podemos escrever a metrica fl6.15p como 

ds^ = e^^^\y\7]ahdx''dx^ + dy^ . (6.21) 

O sinal positivo na metrica fl6.2ip corresponde ao modelo RS-I onde o cres- 
cimento da exponencial na dimensao extra e barrado pela brana escondida. 
Neste modelo a brana visiVel possui tensao negativa e a brana escondida 
tensao positiva. Esse fato e problematico, pois induz uma gravidade repul- 
siva na brana visfvel. Esse efeito e observado pois a constante de Newton 
4-dimensional depende de X^s 

G^^ = 4^ . (6.22) 

RS-II 
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O modelo RS-II [T7] e construido de maneira muito similar ao modelo RS-I 
exceto pelos fatos de que a dimensao extra nao e mais compacta mas sim 
infinita (rc — )• oo) e que temos agora uma linica brana com tensao positiva. 

A simetria Z2 e mantida neste modelo e o hulk ainda e descrito por um 
espago-tempo AdS'^. O metodo para a dedugao dessa solugao e semelliante 
ao descrito anteriormente de modo que omitiremos os detalhes. 

Para o modelo RS-II a metrica que satisfaz as equagoes de campo sera 

ds^ = e-^^\y\r]abdx^dx^ + dy"^, (6.23) 

que corresponde a equagao (16.211) com sinal negativo. Esse modelo apresenta 
algumas vantagens sobre o modelo RS-I. Neste modelo a tensao positiva na 
brana fornece uma gravidade atrativa como esperado, alem de possuir um 
estado ligado do graviton 4-dimensional nao massivo que nao se propaga para 
a dimensao extra. 

Uma propriedade valida aos modelos RS e que eles podem ser escritos na 
forma conformalmente plana se fizermos a seguinte transformagao de coor- 
denadas 

z = Z e (6.24) 

onde / e o raio AdS. Desta forma a metrica (I6.23p . por exemplo, sera escrita 
como 

p 

ds^ = - [riabdx^dx'' + dz^] . (6.25) 

Disso podemos notar que se a metrica de Minkowski for trocada por qualquer 
metrica do tipo Ricci plana, ela ainda sera solugao das equagoes (16.141) . 
Com isso podemos substituir qualquer solugao da Relatividade Geral em um 
cenario do tipo RS podendo assim estudar o comportamento de buraco negros 
sobre a brana (ver teorema Campbell-Magaard [8j). 

6.1.3 Equagao de Einstein projetada sobre a brana 

Como o intuito deste trabalho e estudar buracos negros sobre a brana pre- 
cisamos saber como a influencia do hulk afeta as equagoes de movimento na 
brana. 

A projegao das equagoes de Einstein em uma 3-brana foi estudada por 
Maeda, Sasaki e Shiromizu [7]. 

A ideia basica e utilizar as equagoes de Gauss-Codazzi que projeta a cur- 
vatura 5-dimensional ao longo da brana. Apresentaremos esses calculos com 
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certo detalhe pois consideramo-lo litil no entendimento das segoes seguintes 
quando estudaremos buracos negros sobre a brana. 

A principio, nao suporemos nenhuma propriedade especial para o bulk, a 
nao ser que ele e formado por um espago-tempo 5-dimensional, onde temos 
4 dimensoes espaciais e 1 dimensao temporal. 

Neste treclio do trabalho a notagao sera alterada. Os indices i,j correm 
de ... 4 representando o espago-tempo 5-dimensional. Quando tivermos 
objetos 4-dimensionais os indices i,j correm de . . . 3. 

No Mundo Brana nosso universo 4-D e descrito por uma 3-brana, hiper- 
superflcie Ai com (3+1) dimensoes e metrica induzida qij embebida em um 
espago-tempo 5-dimensional V e metrica Qij. O vetor unitario ra* normal a 
brana e do tipo espago de modo que a relagao entre a metrica do bulk e 
a metrica da brana sera 

Qij = 9ij - niUj ; q'^ = g'^ - n'n^ ; = ^f/ - n^n^ . (6.26) 

Como n* e normal a brana temos tambem 

n*nj = 1; Qij n^'n^ = 1; n"- = . (6.27) 

As equagoes que governam a relagao entre a brana e o bulk sao as equagoes 
de Gauss-Codazzi ^ 

'R = "R g/%^g/g/ + K\Km - K\K,,, (6.28) 

K'f,,-K,f = ''Run^qj^ (6.29) 

onde Kij = qaq^Vanb e a curvatura extrmseca de A4, cujo o trago e dado 
por K = Kl e { ; ) representa a derivada covariante com respeito a metrica 
induzida q^j. 

A partir dessas equagoes construiremos as equagoes de Einstein sobre a 
brana de modo a levar em consideragao a influencia geometrica do bulk. Para 
tanto precisamos do tensor de Ricci e o escalar de Ricci 4-dimensional que 
podem ser calculados da equagao fl6.28p . 

Se contrairmos os indices a e c e lembrarmos das propriedades f l6.26p e 
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fl6.27p nos teremos o tensor de Ricci 4-dimensional 

^Rm = 'R {gf - nfn-){gj^ - 71,71^) q.^q^ + K K,, - K^.K,, 
'Rm = 'R^g,,ig;g,'-nfn')q,'q,' + K K^-K'^.Kta 

'Rm = 'R,^ q,'q; - 'R Ufu' q,'q; + K\K,a (6.30) 

Calculemos agora o escalar de Ricci 4-dimensional contraindo a equagao 
flOOjl com q^'^ 

'R = q'^'RM 

^R = 'Rgi q^' - q''' 'R Ufu'' q,^; + q""" K Km - q'" K^^Kba 

^R = ''Rgiq3'-q"''Rf^^,nfn^ q,'q/ + K^-K'''Kab (6.31) 
Com isso podemos escrever o tensor de Einstein Gkm 4-dimensional como 

4^ _ 4p _ 1^ 4p 
^km J^km ^^qkm 

'G,m = 'Rg^ q,' qm' ' 'R ^ ^fU^ <lk QJ + K K^m ' K\K,, - 

- \qkm { 'Rrs q'' - q'" 'R \is ntu' q,^q/ + - K^^K,,] 

- ^qkm [K' - K-^'^Kj, - q"' 'R n^n' q^qi] 

(6.32) 
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^Gkm = ^Rgi - ^{ggi " ngUi) [ - ^ RrsTl'n'] ^ qj^'^qj -Ekm + K Kkm 
- K^Kka - \qkm [K' - K^'K,, - q'" "R n*n' 



'^Gkm — ^ ^Rgi — -^dgi ^R^ Q-kO-m + 2 ^ Qkm — Ekm + K K^rn — 

- K'^^Kka - \qkm [K^ - K^'Kjc - 'R \is Utn' q''] 



^Gkm = ^Ggi q^^q^n^ - Ekm + K Kkm — K°-^Kka — -^qkm [K"^ - K^'^Kjc] 



^Gkm = ''Gg,q^^q^'-Ekm^KKkm-K'^m^ka-\qkm{K''-K^''K^^ 

+ \(lkm [ ^Rrs n^'n' + ^Rrs n^'u' - ^Rrpsi rfn^rfn'] (6.33) 

Como Rrpsi ^ um tensor anti-simetrico e n^n^rfn^ e simetrico, o termo acima 
^Rrpsi rfn^rfrf se anula. 

Assim teremos o tensor de Einstein 4-dimensional como sendo 



'Gkm = ''Gg, q^'q^'- Ekm + K Kkm- K'^mK, 



ka 



onde 



+ qkm 'Rrs n'n' - ^qkm [K' - K^'K^c] (6.34) 



Ekm = 'it: Ufu"^ q^'qj . (6.35) 



Como pretendemos obter as equagoes de Einstein sobre a brana com a me- 
nor quantidade de objetos 5-dimensionais, precisamos reescrever o tensor 
de Einstein 5-dimensional. Para isso usaremos as equagoes de Einstein 5- 
dimensionais 

'Rgi - \9gi "R = kl (6.36) 
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e do tensor de Weyl ^Cabcd 

'C^,c, = 'Ra,c, - I {9ac 'R,, - 9aa ' Rc, " g,c ' R,a + 9M ' Rca) 

+ {gacgdb - gadgcb) ^R ■ (6.37) 

Da equagao (16.361) obtemos, apos alguma algebra, o escalar de Ricci e o tensor 
de Ricci 5-D em termos do tensor momento-energia ^Tgi 

'R = ~kl 'T; 'R,, = M (3 5r,, - 'Tgg,) . (6.38) 
Substituindo as equagoes (16.381) na equagao (16.341) teremos 

'^Gkm = k\ ^Tgi Qi^^q^'' — Ekm + K Kkm — K^^Kka 

+ qkJ^ (3 ''Trs - ''Tg,,) n'-n' - [K^ - K^'K,,] . (6.39) 

Usando a equagao (I6.37p podemos achar uma relagao para Ekm em fungao 
do tensor de Weyl, 

Ekm = 2 ( ^Rrs Ik^lrn" + ^ Rig ^'"^^ grs Qk Qm"") 

- 9rs qk'Qm' + 'Qrgs u^u^ q.^'qj . (6.40) 

Reescrevendo Ekm em termos do tensor momento-energia e seu trago teremos 

F — -1 n ^ — n 4- F 

^km o '"s y/c Vm ' ^km 

3 6 

+ ^{%^n'n^)qkm (6.41) 

onde 

Ekm = 'Qrgs u'u^ q^' qj . (6.42) 

Substituindo a equagao (I6.4ip nas equagoes de Einstein 4-dimensionais tere- 
mos 

'Gkm = % V (l - + f (2 'T,,n^r.^ - g,^ 

- Ekm + K Kkm-K'^^Kka-^qkmlK^-K^^Kj,] . (6.43) 
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Portanto as equagoes de Einstein 4-dimensionais projetadas sobre uma brana 
serao 

— '^^5 f 5rp ^ s , 
^km — I J-rs % (Im ^ 

- Ekm + K Kkm-K'^mKka-lqkmiK'-K^'Kj,]. (6.44) 

Podemos observar na equagao acima que temos, alem de termos que depen- 
dem do tensor momento-energia ^T^m, termos que sao puramente geometricos 
fazcndo papcl de "materia" e curvando o espaco-tempo. Esse resultado nos 
permitc trabalhar com buracos negros com "materia geometrica", ou seja, 
uma "materia" induzida pelo bulk. 

Se usarmos a equagao de Codazzi e a equagao de Einstein 5-dimensional 
teremos 

K'f,,-K,f = kl^'TniU^q/'. (6.45) 

De agora em diante suporemos validas algumas das propriedades do mundo 
brana. Utilizaremos uma linica brana e chamaremos a coordenada extra de 
X tal que riidx'^ = dx de modo que a brana se encontrc sobre o ponto x = 0. 

Portanto a metrica que descreve o espago-tempo 5-dimensional sera do 
tipo 

^ ^ q..dx'dx^ . (6.46) 

Em geral, modelos de mundo brana nao admitem materia no bulk. Portanto 
nosso tensor momento-energia 5-dimensional sera dado por 

% = -A,g,. + S,jd{x), (6.47) 

Sij = -Xqij + Tij (6.48) 

onde A5 e a constante cosmologica do bulk, A e sao a tensao na brana e 
seu tensor momento-energia respectivamente. 

Como o tensor momento-energia possui um comportamento singular pre- 
cisamos saber como a brana se conecta no bulk uma vez que ela divide o bulk 



Qkn 
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em duas partes quebrando a simetria de translagao na diregao da coorde- 
nada extra. Semelhante situagao aparece no estudo de uma casca esferica, 
de modo que existe uma regiao de transigao no espago-tempo que deve ter 
solugao de continuidade. Essa conexao e dada pelas condigoes de jungao de 
Israel [36] 

[q^,] = (6.49) 



[^d = -kl(^S,,-lq^,S^ (6.50) 

onde a operagao [A] corresponde a 

[A] := lim A - lim A = A+ - A' . (6.51) 

Inspirados nos modelos RS podemos impor simetria Z2 no nosso problema 
tomando a brana como o ponto fixo. Fazendo isso obtemos das condigoes de 
jungao o comportamento da curvatura extrmseca 

K^, = -Kl, = -\kl (5,, - \q,,S^ . (6.52) 

Substituindo a equagao (16.521) na equagao (16.441) obteremos as equagoes de 
campo sobre a brana na forma 



^Gij = -A^Qij + SnGNTij + kl-Kij - Eij, (6.53) 



onde 



A4 = hll^A. + hlX'j, (6.54) 
G. = ^, (6.55) 

^ij = -l^^aTj" + ^TTij + ^qijTabT^'' - ^qij^'^ ■ (6-56) 

Alguns comentarios a respeito do tensor Eij merecem destaque. 

O tensor Eij e a projegao do tensor de Weyl 5-dimensional e carrega 
a informagao de como o campo gravitacional fora da brana se comporta e 
atua sobre ela. Portanto ele depende fortemente da forma do espago-tempo 
no bulk. Ele nao e especificado livremente mas sua divergencia e vinculada 
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ao conteiido de materia na brana que modo que atraves das identidades de 
Bianchi contraidas G,,.* = teremos 



Podemos decompor Eij em uma parte transversa sem trago Ej^ e uma parte 
longitudinal Efj, com a parte longitudinal sendo determinada completamente 
pela materia presente na brana. Conseqiientemente se Ej^"^ nao estiver pre- 
sente, as equagoes se fecham apenas com elementos presentes na brana. En- 
tretanto como a parte Ejj'^ corresponde aos gravitons nas 5 dimensoes, ela 
vai acabar excitando a materia presente na brana o que por sua vez acaba ex- 
citando o bulk. Isto implica que para resolver completamente as equagoes de 
movimento sobre a brana e necessario resolver ao mesmo tempo as equagoes 
no bulk. 

Uma analise interessante em [7j mostra que o tensor Eij e negligenciavel 
a baixas energias. Isso nos mostra que no limite de baixas energias os efeitos 
do bulk sao despreziVeis e assim recuperamos a equagao de Einstein conveci- 
onal. Quando tratarmos de perturbagoes gravitacionais em buracos negros 
em branas discutiremos um pouco mais a respeito do tensor E^j. 

6.2 Buracos Negros no Mundo Brana 

Como foi discutido no capi'tulo anterior, existem grandes chances de que 
nosso universo seja uma brana imersa em um espago-tempo de dimensao 
mais alta. Portanto, tao importante quanto a verificagao desses argumentos, 
e o entendimento de estruturas estelares e buracos negros neste contexto. 

Como motivagao extra podemos salientar um resultado, que contribui 
para a solidificagao da correspondencia AdS/CFT, obtido em 2005 |15] que 
apresenta evidencias significativas em favor de uma conjectura que diz 
que buracos negros 4-D localizados sobre a brana que sao obtidos como 
solugao classica de um bulk AdS^ sao na verdade buracos negros com corregoes 
quanticas. 

Diversos avangos no contexto de Mundo Brana tem sido feitos, tais como 
OS realizados por Hawking [41j que obteve uma solugao tipo corda negra, 
Maartens |Tl] que obteve uma solugao que descreve uma estrela de densidade 
uniforme sobre a brana, Visser [12] com uma solugao que descreve planetas 
solidos sobre a brana, Casadio [2l[I] com uma solugao tipo "charuto negro" e 
solugoes tipo buracos negros e buracos de minhoca e Bronnikov [51 HO] com 
uma classe geral de buracos negros e buracos de minhoca. Algumas dessas 
solugoes apresentaram regimes instaveis quando submetidas a perturbagoes 




(6.57) 
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[15] , outras ainda nao foram estudadas ate agora, o que nos motiva ao estudo 
da estabilidade dessas solugoes. 

Examinando a equagao (16.531) podemos observar que ela apresenta termos 
extras no tensor momento-energia que surgem da presenga do bulk. Isso 
faz com que nossas equagoes de Einstein sobre a brana dependa do bulk e 
portanto nao formem um conjunto de equagoes fechadas se nao conhecemos 
a extensao da solugao no bulk. Entretanto essa questao pode ser tratada sob 
dois aspectos diferentes. O primeiro deles diz respeito a um teorema sobre 
imersoes de hipersuperficies em espagos-tempo de mais alta dimensao. Esse 
teorema e conhecido como o Teorema de Campbell-Magaard 

Ele declara que qualquer variedade ra-dimensional pode ser localmente 
embebida em um espago de Einstein {n + 1) dimensional. 

Uma versao generalizada desse teorema foi obtida por Wesson [S]. Essa 
versao generalizada inclui a aplicagao do teorema a modelos de Mundo Brana 
e e construida sobre tres quantidades: a metrica induzida qij, a curvatura 
extrfnseca Kij, e o tensor Eij. As equagoes que descrevem a dinamica na 
brana, obtidas na segao anterior dependem dessas quantidades. Portanto 
nao podemos especificar arbitrariamente qij e Kij e resolver as equagoes de 
vinculo. Isso acaba implicando em restrigSes sobre as imersoes. 

Se adotarmos o modelo RS como base, o que implica em assumirmos sime- 
tria Z2 e confinarmos os campos de materia na brana , teremos a restrigao de 
que, especificado o tensor momento-energia sobre a brana, a metrica induzida 
e obtida dinamicamente. 

Portanto para a versao generalizada do teorema para Mundo Brana temos 
que qualquer solugao (3+1) dimensional pode ser representada por uma brana 
no cenario RS. 

O segundo deles e extender a solugao obtida na brana para o bulk. Essa 
extensao e realizada de maneira analoga a decomposigao padrao em (3 + 1) 
dimensoes de variedades globalmente hiperbolicas na Relatividade Geral, ou 
seja, o formalismo ADM [47\ . 

Neste caso a solugao na brana funciona como uma "hipersuperficie ini- 
ciaF'que e evolufda na diregao da dimensao extra construindo a solugao 5- 
dimensional. Esse mecanismo foi utilizado por Casadio |2j para construir sua 
solugao tipo "charuto negro" . Neste trabalho abordaremos apenas o primeiro 
aspecto. 

Portanto ignoraremos a forma dos buracos negros no bulk invocando o 
teorema de Campbell-Magaard. Isso implica que nao nos importaremos com 
a forma explfcita do tensor Eij. 

A unica coisa que precisamos saber a respeito do bulk e que ele e solugao 
das equagSes de Einstein 5-dimensionais para o vacuo e com cosntante cos- 
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mologica A5 que e dada por 

T^^iu - ^QfMuT^ = A5 gfiu (6.58) 

onde (/i, z/ = 0, . . . , 4). 

Utilizando os resultados obtidos na segao anterior podemos escrever as equagoes 
de Einstein projetadas na brana como 

Gij = -A^Qij + SnGNTij + kl^ij - , (6.59) 

com 

A4 = ifc? (as + , (6.60) 

- i > (6.61, 

T^ij = + ^rr,j- + ^qijTabr"'' - ^^'^^ • (6-62) 

onde A4 e a constante cosmologica 4-D, Tij e o tensor momento-energia so- 
bre a brana, Gat e a constante gravitacional de Newton, iiij sao potencias 
quadraticas do tensor momento-energia e Eij e a projegao "eletrica"do tensor 
de Weyl 5-D C^yap sobre a brana. 

Se introduzirmos coordenadas normais Gaussianas x* {i = 0, . . . , 3) e 
z (com z = sobre a brana) e considerarmos ausencia de materia sobre 
brana (vTjj = Tij = 0), vamos obter como linica combinagao das equagSes de 
Einstein fl6.58p que podem ser escritas sobre a brana sem ambigiiidades e 
sem especificar E^j as seguintes equagoes de vinculo 

TZi, = 0, /2 = 4A4 . (6.63) 

Deste ponto em diante faremos A4 = fazendo o ajuste apropriado entre A5 
e a tensao na brana e respeitando as condigoes de jungao necessarias 
Se supusermos que nossa solugao deve ser estatica e possuir simetria esferica 
podemos escrever nossa metrica como 

ds^ = -A{r)dr^ + B{r)dr^ + r'^dfl'^ . (6.64) 

Desta forma podemos obter a metrica sobre a brana de forma completa so- 
lucionando a equagao 

lA" 1 /A'V lA'B' 1 /B' A'\ 1 



R = — — - —(B - 1) = 0. (6.65) 

2 A 4:\ A AAB r\B A r^^ ' ^ ' 
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Portanto, para uma dada fungao A{r) a equagao fl6.65p sempre tera uma 
solugao de modo que a fungao B{r) resultante, sera especificada totalmente 
a menos de uma constante de integragao. 

Os buracos negros estudados neste trabalho sao dois: BN-CFM e BN-SM. 

A solugao BN-CFM foi obtida por Casadio ^ e de maneira diferente por 
Maartens [Trj como solugao exterior de uma estrela na brana e por Bronnikov 
PH] como uma solugao particular de uma classe geral de solugoes. 

6.2.1 Buraco Negro tipo CFM 

A metrica que descreve o BN-CFM tem a forma 

ds^ = - (l - ^) dt^ + dr^ + r'dn^ ■ (6.66) 

Apesar da constante 7 poder assumir qualquer valor positivo ou negativo 
nos restringiremos seu valor neste trabalho devido a mudanga da estrutura 
do buraco negro causada pela mudanga no intervalo de valores de 7. 

Para valores de 7 > 4 a solugao CFM descreve um buraco negro nao- 
singular com um buraco de minhoca dentro do horizonte de eventos. O 
diagrama de Penrose dessa solugao e o mesmo de um buraco negro de Kerr 
nao extremo (ver figura [Q]) . 




Figura 6.1: Diagrama de Penrose do BN-CFM para 7 > 3. 

Para valores de 7 < 4 a solugao CFM descreve um buraco negro tipo 
Schwarzschild com a singularidade fisica deslocada. 
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Deste ponto em diante assumiremos a condigao 7 < 4. 

Se analisarmos as escalares invariantes do BN-CFM, veremos que 



R = , (6.67) 

R,^R^ ~ 1 ^ , , (6.68) 

^ (2r - 3M)4r4 ' ^ ^ 

RiikiR"^''^ ~ 7 ^ , , (6.69) 

^ (2r - 3M)4r6 ' ^ ' 

on seja, os escalares explodem para r = 0, 3M/2. Como r = 3M/2 > r = 
o espago compreendido entre < r < 3M/2 nao pertence ao nosso universo. 
Portanto nosso universo e definido pelo intervalo r G (3M/2,oo). Sob r = 
2M OS escalares permanecem regulares. 

O diagrama de Penrose para este buraco tern a mesma forma que para 
Schwarzscliild, exceto pelo fato de que a singularidade fisica foi deslocada de 
r = para r = O horizonte de eventos continua sendo sobre r = 2M 
(ver figura 1612]) . 




Figura 6.2: Diagrama de Penrose para o BN-CFM para 7 < 4. A singulari- 
dade fisica se encontra sobre r = 3M/2. O horizonte de eventos se da sobre 
r = 2M. 

Se fizermos r — 00 na metrica (16.661) observaremos que esse universo e 
assintoticamente piano. 
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6.2.2 Buraco Negro tipo SM 

A solugao BN-SM foi obtida por Bronnikov [10]. Ela representa um buraco 
negro com massa zero. 

A metrica que descreve o BN-SM tern a forma 



1 



ds^ = - { 1 - — ] dt^ + 

) h'2\ I -I , C-h 



1+ 



dr' + r'^dn^ 



(6.70) 



onde h e uma constante positiva. A constante C obtida como resultado 
da integragao da equagao (16.651) pode assumir qualquer valor positivo ou 
negativo. Entretanto, devido aos mesmos motivos citados para o caso do 
BN-CFM, assumiremos que C > h daqui pra frente. 

Se C > h a. estrutura causal do buraco negro e do tipo Schwarzschild. A 
figura 16.31 representa o diagrama de Penrose para essa solugao. 




Figura 6.3: Diagrama de Penrose para o BN-SM para C > h. A singularidade 
fi'sica se encontra em r = h/\/2. 
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Se observarmos os invariantes escalares desse buraco negro, veremos que 



R = , (6.71) 

~ (2,.2 _\,2y,,» ■ (6-73) 

Deste modo vemos que para os valores r = 0, h/\/2 os escalares explodem, 
caracterizando esses valores como singularidades fi'sicas. Investigando a com- 
ponente Qu da metrica vemos que o horizonte de eventos se da sobre r = h. 

Portanto esse universo se encerra sobre r = h/\/2 sendo definido pelo o 
intervalo r E (h/ \/2, oo). 

Se fizermos r — )■ oo na metrica fl6.70p observaremos que esse universo e 
assintoticamente piano. 
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Capitulo 7 



Evolucao de Campos, 
Estabilidade e Termodinamica 
de BN's Esfericamente 
Simetricos sobre a brana 



No espago onde tudo parece distante, buscamos alguma referenda. E neste 
momento que nos deparamos com a sua fronteira. Continuemos pois na ex- 
ploragao deste universo. 

O formalismo dcsenvolvido nas segoes antcriorcs sera aplicado a dois tipos 
de buracos negros esfericamente simetricos localizados sobre uma brana. 
Os buracos negros estudados neste trabalho foram 

• Buraco negro CFM 

• Buraco negro "sem massa"SM 

Apresentaremos abaixo as metricas do buracos negros estudados assim como 
algumas quantidades relevantes aos calculos realizados nas segoes posteriores. 

Buraco Negro-CFM 

A metrica de um buraco negro tipo CFM localizado sobre uma brana e dada 



por 




df + 




dr^ + r^dn'^ , 



(7.1) 



(1-^) (1-f^) 



com dif = de"^ + sen9'^d(f)'^. 
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A raiz quadrada do determinante da metrica covariante gij sera 

r'^senO . 



-9 



(2r - 3M) 2 



(2r - M7) 

A coordenada tartaruga r^, para esse buraco negro e dada por 



(7.2) 



1 
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onde 



Ti{r) 
TAr) 



r^{r) = Ti{r) + T2{r) + T-i{r), 



^(2r-7M)(2r-3M) 



M(5 + 7) 
4 

2M 



/n (4r - M(3 + 7) + 2 Ti 
In {Ti) , 



(7.3) 

(7.4) 
(7.5) 



My/A^ Ti + M(5 - 7)r - W^iQ - 7) 



(7.6) 



(r - 2M) 

Vejamos o comportamento da coordenada tartaruga r* para alguns valores 
de (5 na figua 17.11 



15 
10 
5 

-5 



1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 


1 ' 1 


1 




— (3 = 0.999 






— (3 = 0.0 






— (3 = -5.0 




/ , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 


1 , 1 





10 



Figura 7.1: Comportamento da coordenada tartaruga r^,, com 7 = /3 + 3 e 
M = 1 
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Portanto, com essa mudanga de coordenadas mapeamos o intervalo semi- 
infinito (2M, +00) que corresponde ao exterior do BN-CFM no intervalo 
infinito (—00, +00). 

Observando o limite quando r — )■ 2M vemos que — )• —00. No limite 
de r ^ 2M a coordenada r^, cresce linearmente. Analisaremos esses limites 
mais detalhadamente. 

Utilizando-se do formalismo descrito no Apendice IA.4I podemos definir 
uma fungao h{r) para o BN-CFM como sendo 



Nesta forma e facil ver que o horizonte de eventos se encontra sobre r = 
= 2M. Para que este seja um horizonte simples, ou seja, um zero simples, 
temos que fungao P{r), definida abaixo, como 



1 2r-^M 

h{r) = (r - rh)P{r) com P(r) = -y 2r-3M ' ^^'^^ 
deve ser analitica e nao-nula em r = Vh = 2M. Isso de fato e observado pois 



Pir.) = (7.9) 

Portanto, se 7 < 4, P{rh) e analitica e nao-nula, e r = 2M e um zero simples 
de h{r). 

Observando a equagao fl7.3p . analisemos o comportamento de r^, quando 
r — )■ 00. Neste caso r^:{r) diverge linearmente, ja que neste limite temos 

Ti(r) ^ r, (7.10) 
T,(r) ^ Mi^±:il ln{r), (7.11) 



T3(r) ^ constante, (7-12) 



e desta forma 



r,(r)^r + — ^— — ln{r). (7.13) 

Interessante notar que a forma da fungao r^,{r) no caso do BN-CFM e mesma 
do caso do BN-Scliwarzscliild 

n{r) ^ r + 2M ln{r) , (7.14) 
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no limite de r grande. 

No limite de r — )■ 2M podemos usar os resultados obtidos no Apendice 
IA.4I Como h{r) possui um zero simples, a forma de r^,{r), proximo do hori- 
zonte de eventos, e dada por 

r*(r) = — — -ln{r — rh) =^ r^{r) = ln{r — 2M). (7.15) 

-r(r/jj V4 — 7 

Vemos entao que proximo do horizonte de eventos diverge logaritimica- 
mente. 

Buraco Negro-SM 

A metrica de um buraco negro tipo SM localizado sobre uma brana e dada 
por 

ds^^-(l-%\ dt' + ^ dr' + r^da\ (7.16) 

A raiz quadrada do determinante da metrica covariante gij neste caso sera 



C — h 

-g= Jl+ , r^sene . (7.17) 

A coordenada tartaruga r,, para esse buraco negro e dada por 

^ dr . (7.18) 



A equagao f l7.18p sera integrada numericamente devido a dificuldade em en- 
contrarmos uma solugao analftica. Vejamos o comportamento da coordenada 
tartaruga r^, para alguns valores de C na figura [7121 

Com essa mudanga de coordenadas mapeamos o intervalo {h,+oo) no 
intervalo (— oo,+oo). Observando o limite quando r ^ h vemos que r^, — )■ 
— oo. No limite de r ^ h a coordenada r^, tambem cresce linearmente como 
no caso do BN-CFM. Analisaremos esses limites mais detalhadamente. 

Utilizando-se do formalismo descrito no Apendice IA.4I podemos definir 
uma fungao h{r) para o BN-SM como sendo 



w X / ,Ar + h) C - h 



76 




Figura 7.2: Comportamento da coordenada tartaruga r^,, para h = I 

Temos entao que r = = h e um candidate a horizonte (simples) de eventos, 
desde que a fungao 



^ ^ (r + h) C-h , , 

seja analitica e nao-nula em r = rh = h. Explicitamente, 

Pin) = tS (7.21) 

Desta forma, se C > entao h{r) possui uma raiz simples em r = h, e a 
fungao r^, diverge logaritimicamente proximo ao horizonte de eventos: 

r*{r) = '^^ln{r-h). (7.22) 

For outro lado, se C = entao P{rh) = 0. Neste caso, a fungao h{r) possui 
zero duplo o que implica que r* diverge como lei de potencia 

'••('■) « -(7^ (7-23) 

em r = h. Suporemos que C > daqui para frente. 

Vejamos o comportamento de r^, para r grande. Neste caso a integragao 
explfcita nao e simples. Fodemos entretanto expandir h{r) em potencias de 
1/r obtendo 
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Usando este resultado teremos 

n{r)^r- in(r). (7.25) 

A fungao r^, para o BN-SM, tambem diverge linearmente com r — oo. Entre- 
tanto, o termo subdominante sera diferente do caso do BN-CFM se, C > h. 
Neste trabalho assumiremos a condigao C > h. Essa mudanga no comporta- 
mento assintotico, acarretara alteragoes no comportamento das caudas nas 
perturbagoes. 



7.1 Evolucao de campos em BN-CFM e BN- 
SM 

Nesta segao apresentaremos as equagoes que descrevem a evolugao de campos 
no exterior dos BN-CFM e BN-SM. A solugao destas equagSes foram obti- 
das numericamente atraves do metodo de integragao com condigoes iniciais 
caracterfsticas e serao apresentadas e discutidas no capftulo 8. 



7.1.1 Perturbacao Escalar no exterior do BN-CFM e 
do BN-SM 

Considerando que trabalharemos com campos escalares localizados apenas 
sobre a brana, ou seja, que nao se propagam para o bulk, a evolugao de um 
campo escalar nao massivo \E'(t, r, 6, 0) no exterior de um buraco negro sobre 
a brana e governada pelas equagoes (13.301) e (I3.3ip . Para o caso do BN-CFM 
temos que a fungao /(r) e sua derivada ^ sao 

(r - 2Mf{2r - M7) 



/ 

dr 



r2(2r - 3M) 



d 
dr 



1 - 



2M 



2r - M7 



dl 
dr 



^ = 2 1- 



2r - 3M 
2M\ r 2M /2r - M7 



+ 



r 

2M 
r 



Substituindo 7 
dr 



/3 + 3 teremos 



^ = 2 1- 



2M\ r 2M 



2r - 3M ' ^ 

(2r - 3M) - (2r - M7) 
(2r - 3M)2 

M/3 



+ 



(2r - 3M)^ 



6M 6M2 



(7.26) 



(7.27) 



.(7.28) 
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Substituindo a equagao fl7.28p na equagao fl3.3ip obtemos o potencial efetivo 
'^esc^^ para o BN-CFM. Desta forma a equagao que governa a perturbagao 
escalar de um BN-CFM sera 



-{r,t) + —-{r,t) 



onde 



V 



CFM, 



r) 



1 - 



2M 

r 

M(5 



CFM , 



r)R{r,t) 



ea + 1) 2M 



6M 6M2 
+ — ^ 



r 



(7.29) 



(7.30) 



(7.31) 



r(2r - 3M)2 

Como podemos observar na equagao acima, se fizermos, /3 = 0, recuperamos 
a equagao que governa a perturbagao escalar para Schwarzschild, uma vez que 
para esse valor de /3 a metrica do BN-CFM se torna a metrica de Schwarzs- 
child. O caso do BN-SM pode ser tratado de modo analogo ao BN-CFM. 
Para o caso do BN-SM a fungao /(r) e sua derivada ^ serao 

,2X 2 



/ 

dr 
dr 



1 + 



C-h 
V2r2 - /i2 



(7.32) 



d 
dr 



C~h 
V2r2 - /i2 



+ 



/l2 

2 11-^ 



2/i2 



V2r2 - 



2/i2 



r2 — h"^ 
r(2r^ - h^] 



(7.33) 



Agora, substituindo a equagao f l7.33p na equagao fl3.3ip obtemos o potencial 
efetivo Vf^^ para o BN-SM. A equagao que governara a perturbagao escalar 
de um BN-SM sera 



Kff(r)i?(r,t) 



9t2 



drl 



(7.34) 



onde 



5M/ 



1 



+ 



C-h 



+ 1) 2/^2 



V2r2 - /i2 



2/^2 



-2-/^2 



^4 ^2(2r2 - /l2) 



(7.35) 
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7.1.2 Perturbagao Eletromagnetica no exterior do BN- 
CFM e do BN-SM 

Nesta segao trataremos da evolugao de um campo de Maxwell no exterior de 
um buraco negro sobre a brana. Perturbagoes eletromagneticas sao de grande 
interesse, ja que, no contexto da conjectura AdS/CFT elas podem ser vistas 
como perturbagoes para algum campo de calibre em supergravidade. Como 
o campo de Maxwell e um campo de materia ele permanece confinado na 
brana. Portanto nao precisamos resolver as equagoes relativas ao bulk. Desta 
forma a evolugao de um campo de Maxwell A{t, r, 6, (p) no exterior de um 
buraco negro na brana e dada pelas equagoes f l3.37p e f l3.38p . 

A propagagao de um campo de Maxwell no exterior do BN-CFM sera 
dada pela equagao 

- ^ + = ™(r) A (7.36) 

onde o potencial efetivo V^^^^ para o BN-CFM sera 



2M\ + 



Kr-(r)=^l-— JI^. (7.37) 

Interessante notar que apesar do BN-CFM ter, como um caso particular 
a solugao de Scliwarzscliild, o potencial efetivo para perturbagoes eletro- 
magneticas neste buraco negro e identico ao potencial do buraco negro de 
Scliwarzscliild. Novamente o processo e repetido para o caso do BN-SM. 

Assim a propagagao de um campo de Maxwell no exterior do BN-SM sera 
dada pela equagao 

f)"^ A ff A 

onde o potencial efetivo V^f^'^ para o BN-SM sera 

. ( , - ^) 'Al±ll . (,39) 



7.1.3 Perturbagoes Gravitacionais no exterior do BN- 
CFM e do BN-SM 

O calculo de perturbagoes gravitacionais, no contexto de Mundo Brana, 
revela-se um pouco mais complicado do que em (3 + 1) dimensoes, devido a 
existencia do hulk. 
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Diferentemente das perurbagoes escalares e eletromagneticas que perma- 
necem confinadas na brana, as perturbagoes gravitacionais alem de perturbar 
a brana perturbam o bulk. Conseqiientemente, o tensor Eij sera perturbado 
acrescentando alguma contribuigao no tensor-momento energia perturbado. 

Como foi mencionado anteriormente na segao 6.2, nao conhecemos a ex- 
tensao, dos buracos negros estudados, no bulk. Isso poderia inviabilizar o 
calculo das perturbagoes gravitacionais pois nao poderfamos contabilizar a 
contribuigao do tensor Eij. 

Entretanto como estamos interessados apenas nas ondas que se propagam 
sobre a brana assumiremos algumas condigoes adicionais como hipotese de 
trabalho para contornar o problema de solucionar as equagoes perturbadas no 
bulk. Consideraremos apenas perturbagoes axiais e em 1" ordem na metrica 
Qij. Como realizado para a perturbagao escalar, calcularemos a perturbagao 
para uma metrica esfericamente simetrica tao geral quanto possi'vel e depois 
especificaremos caso a caso. 

As equagoes de Einstein 4-dimensionais para o vacuo, sobre a brana sao 
dadas por 

Rij - = qij - Eij . (7.40) 

Faremos A4 = daqui para frente o que implica em um ajuste ente A5 e 
a tensao na brana que e dada pela equagao fl6.60p . Assim a equagao que 
devemos perturbar sera 

R,,-^q,,R=-E,j . (7.41) 

Para uma perturbagao em 1" ordem a nova metrica pode ser escrita como 

e^j = q^J + e'^ = q'^ - h'^ (7.42) 

onde hij « q^j e Cib e^-' = 5^. 

Observando nossa equagao de Einstein nao-perturbada temos os seguintes 
result ados 

kj = - Eij , (7.43) 
e] = E=0, (7.44) 
^ = , (7.45) 
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onde o tensor tern trago nulo devido as simetrias do tensor de Weyl e 
a notagao ( o ) inidica que o objeto sera calculado com respeito a metrica 
fundo qij. 

A equagao de Einstein perturbada sera dada pela substituigao da equagao 
([7321) na equagao ((7311) 

R,^ - ]^ei,R=-E,, (7.46) 



+ 5Rij-h^qij + Kj)CR+5R) = -Ce^ +5Eij) . (7.47) 



O escalar de Ricci perturbado sera dado pela contragao da metrica pertur- 
bada com o tensor de Ricci perturbado 

C Rij ~C^CijR C ^ Eij , 

R-2R = -E , 

R = E . (7.48) 

E=E = 0, (7.49) 



Como temos 



devido as simetrias do tensor de Weyl, podemos reescrever a equagao ( I7.46P 
na forma 

Rij = -Eij , (7.50) 

SRij = -SEij . (7.51) 

Desta forma se conhecermos 6Eij poderemos escrever a equagao completa- 
mente. Entretanto nao conliecemos a forma exata do bulk o que nos impede 
de calcular 6Eij explicitamente. Neste ponto do trabalho assumiremos algu- 
mas condigoes de trabalho. Assumiremos a seguinte a hipotese de trabalho. 

SEij = (7.52) 

O motivo que nos leva a tal declaragao repousa no fato de que nossa per- 
turbagao gravitacional e realizada sobre a 3-brana. 

Sabemos que uma parte das perturbagoes gravitacionais se propagarao 
para o bulk perturbando-o tambem. Essa perturbagao afetara o tensor Eij 
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fazendo com que 6Eij seja nao-nulo. Entretanto o efeito do bulk sohie a brana 
pode ser considerado secundario. 

Como a informagao sobre a perturbagao leva um tempo finito para chegar 
ao bulk e esse tambem leva um tempo finito para transmitir essa informagao 
ao tensor de Weyl e conseqiientemente ao tensor Eij, podemos em primeira 
aproximagao desconsiderar os efeitos do bulk. 

Um ponto importante a ser acrescentado e que essa condigao quase nao 
afeta o valor das freqiiencias quasi-normais se essas fossem calculadas com 
a presenga de 6Eij. O maior efeito de 6Eij sera observado nas caudas da 
perturbagao pois nesse intervalo de tempo posterior o efeito da perturbagao ja 
alcangou a 3-brana. Esse comportamento ja era esperado pois se observarmos 
o comportamento da perturbagao gravitacional de uma black string veremos 
que o efeito dos modos massivos do graviton aparecem apenas na cauda. 

Portanto, recuperando nossa equagao (17.511) e substituindo nela a equagao 
fl7.52p . teremos 



Essa e a equagao a ser resolvida para uma perturbagao gravitacional de uma 
3-brana embebida em um espago 5-dimensional AdS. 

Para o calculo das perturbagoes gravitacionais axiais utilizaremos o metodo 
desenvolvido por Chandrasekhar. A mudanga no metodo se deve ao fato que 
Chandrasekhar desenvolve um formalismo mais geral que Regge e Wheeler 
por assumir condigoes mais fracas de dependencia das equagoes acopladas. 
Isso ficara um pouco mais claro a seguir. A notagao utilizada neste calculo 
segue a notagao de Chandrasekhar [B]. 

Assumiremos uma metrica axialmente simetrica de modo que ela repre- 
sente nossa escolha de gauge. A metrica sera dada por 



SRij = , 



(7.53) 



onde 



(7.54) 



ds^ = - 



e^^dt^ + e^'^^dx^ +ujdt + q2dx^ + q^dx^f 



+ 




(7.55) 



onde temos: 



^ 1 

r ^ 2 



t 




^ ^ 3 



e^^ =rhin{ef. 
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As perturbagoes axiais na metrica sao representadas pelas fungoes u, qi e 
q2 que dependem das coordenadas {t,r,9,(t>). Substituindo a metrica fl7.55p 
na equagao fl7.53p temos como resultado apenas 3 equagoes que dependem 
linearmente de u, gi e g2- Como estamos interessados apenas em perturbagoes 
de 1" ordem, elas ja sao suficiente. Assim, as componentes da equagao f l7.53p 
que caracterizam perturbagoes axiais de primeira ordem sao dadas por 

6Ri2 = 0, (7.56) 
SRi3 = 0, (7.57) 

5Rw = 0. (7.58) 

Entretanto esse sistema de equagoes ainda pode ser simplificado. Podemos 
mostrar que a equagao SRio = e uma combinagao das duas primeiras e 
pode ser escrita como (ver Apendice IA.5P 

6R,o,o = 6Ru,2 + SRi3,3 (7.59) 

Assim se as duas primeiras equagoes forem satisfeitas a terceira equagao 
e satisfeita automaticamente. Portanto basta solucionarmos as equagoes 
6Ri3 = e 5Ru = 0. 

Nossas duas equagoes podem ser explicitadas como 

(g3^+.-M.-/.3g23)3 = -{e'^-'+''-'-^'Qo2),o, (7.60) 

ie^^^''-'''-'''Q23),2 = {e'^-'-^'^'''Qo3),o, (7.61) 

onde 

Qab = (lA,B — (1b,A Qao = lAfi — ^,A ■ 

Como todas as componentes da metrica dependem apenas de r e ^ podemos 
reescrever as equagoes acima como: 

^g3^+.-M2-M3g23)3 = -e3'^-^+^^-'^^Qo2,o (7.62) 

{e^^^''-^'-^'Q23),2 = e^^-''-^^+^'Qo3fl ■ (7.63) 

Reescrevendo as equagoes e substituindo os valores de Q02 e Q03 temos 

^^3^+,_^.-M3g23)3e-3V.+.-M3+/.2 ^ (7.64) 

(g3^+.-M2-/.3g23)_2e-3V<+.+M3-M2 ^ (^3_^3_^)_Q. (7.65) 
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Se chamarmos 

Q{r,e,t) = e^^+'^-'^^-wQ, 



Q{r,e,t)=rhtnie)\I^Q,, 



e substituirmos nas equagoes fl7.64p e f l7.65p temos 
dQ 



de 

dr 



-3ll!+U+fls-fl2 



Nossas equagoes serao entao 



x/A(r)B(r)^ 



A{r)dQ 
r'^sin{6y V B{r) dr 



[U^2 — 'l2,0),0 



(l^,3 ~ Q'3,o),0 • 



— (a;^2 — ?2,o),o 



{^,3 ~ Q'3,o),0 



(7.66) 

(7.67) 
(7.68) 

(7.69) 
(7.70) 



Derivando a equagao (17.691) em relagao a 6* e equagao fl7.70|l em relagao a r 
temos 



^A{r)B{r) d f 1 dQ 



r4 06 \sin{e)^ 86 



1 d I A{r) dQ 



sin{6Y dr \ y B{r) dr 
Somando as duas equagoes teremos 
^jA{r)B{r) d f 1 dQ^ 



"1^,2,0,3 + ?2,0,0,3 



1^,3,0,2 ~ ?3,0,0,2 • 



(7.71) 
(7.72) 



dO \sin{ef dO 

Substituindo Q23 ficaremos com 
^A{r)B{r) d f 1 dQ 



1 d 1_ A{r) dQ 
sin{9)^ dr I y B(r) dr 

(92,3 ~ ^3,2), 0,0 = (<523),0,0 ■ 



(7.73) 



de \sin{e)^ de 



1 d 



'A{r) dQ 
sin{e)^ dr \r^\] B{r) dr 

1 l A{r) d^Q 
r^sin{e)^ V B{r) dt^ ' 



(7.74) 



85 



Rearranjando os termos da equagao fl7.74p teremos 

d ( 1 lA{r)dQ\ d'^Q 



y^A{r)B{r) Or \r'^\j B{r) dr I A{r) dt"^ 



-sin{ey — 



d_ f 1 dQ 

de \sin{eY~de 



(7.75) 



As variaveis r, t, 6 da equagao (17.751) podem ser separadas fazendo a substi- 
tuigao 

Q{T,t,e) = Q{T,t)Ci^l\e) (7.76) 
onde e a fungao de Gegenbauer que e solugao da equagao 



1B (^^^W^ ) +n{n + 2u)stn{ef'' 



Em nosso caso 



d 



sin{ey— 



c:{d) = 



-(/ + 2)(/-l)C-f (0) 



de \sin{ey de 
Substituindo (I7.76P e (I7.78P em (I7.75P teremos a seguinte equagao 



(7.77) 



(7.78) 



d / 1 A{r)dQ 



c;'l\e) 



^A{r)B{r) dr \ r^\j B{r) dr 



A{r) (9^2 
C-f (^)(/ + 2)(/-l)Q, (7.79) 



d 



1 A{r)dQ 
^A{r)B{r) dr l^y fi^^ 



r' d'Q 



A{r) ^2 

Rearranjando mais uma vez a equagao temos 



g(/ + 2)(/- 1) = 0.(7.80) 



2 A{r^d_ (l_ A^dQ\ d^Q 
^ \jWr)d^ \ r^\l^(r)~d^ J ~ 'W ~ 

-^Q(/ + 2)(/-l) = 
Neste ponto faremos a seguinte mudanga de variavel 

Q{''^,t) = x{r,t)b{r), r = r{r^), A = 



'A(r) 
Wr) 



(7.81) 



(7.82) 
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Dessa forma nossa equagao fl7.81l) ficara da seguinte maneira 



A— (- — ( b) 

dr V dr 



A dr^: d f A dr^ d 



h dr dr^ dr dr^ 
Usando a notagao 



A{r) 



A{r 



{l + 2){l-l)xh-h 



. 



da 



da 



dr ' dr^, 
Nossa equagao pode ser reescrita como 



A. (9 /A 

— ^* — 
h dr^ 



A{r) 



(/ + 2)(/-l)x- 



dt^ 



Realizando as derivadas e reagrupando os termos temos 



A2 

^r^X +X Ar, 



A 



A2 

+ —rr*r' + 



2A2 ,b' 



^4 * ^ 



+X 



A 



r' 



b * 



A 

»,4 



b' 



A2 . .h' A2 .b" 

ly ly I ly ^ 

4 * *1, d * I. 

b b 



Queremos transformar a equagao (I7.87P em uma equagao do tipo 

d'^X , d'^X 



+ 



V{r^)x 



Qf2 Qj.2 

Para tal, a equagao fl7.87p deve satisfazer as seguintes condigoes 



Ar 



.^2 



'A 



— = 1 

J.A * 

A2 

j,4 



2A2 ,6' 



^4 *5 



rt- = 



Resolvendo a equagao fl7.89p teremos 

^2 



dr^ 



A 

A 

^2 



A 



-dr 



(7.83) 
(7.84) 

(7.85) 
(7.86) 



(7.87) 
(7.88) 

(7.89) 
(7.90) 

(7.91) 
(7.92) 
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Resolvendo a equagao (I7.90p teremos 



'A 



A2 , 2A2 .b' 
+ —rnr^ H -r 



r 



4 * 



= 



" 1 dA 4A" 


A2 


'2r 


c/A" 


dr 




A 


~ A2 



^2 ^ 



2A 2A d6 1 



db _b 
dr r 



(ir b 
b{r) = r . 



Dessa maneira nossa fungao de onda sera 

Q{r,e,t)=rx{r,t)Ci_^/'{e) . 
Nossa equagao sera entao 



(7.93) 



(7.94) 



Q^2 

A{r 



■A .2 

— r 

b * 



'A 



+ X 

2 -(/ + 2)(/-l)x = . 



A2. „b' 



A2 .26" 



Chamemos 



V{r) 



'A 



'A 



' A2 h' A2 ,b" 

^4**5 * 6 



Air] 



(7.95) 



(/ + 2)(/-l). (7.96) 



Substituindo (17.911) e (I7.92p na equagao (17.961) teremos 



V{r) 



A d fA\ db AH d /r2\ db Ad f A db 



b dr \ r'^ J dr 



+ 



r^ b dr \ A ) dr br"^ dr \ dr 
A{r 



-(/ + 2)(/-l) . 



(7.97) 



Usando o fato de que 6(r) = r temos 



V{r) = - 
r 



1 dA 4A 



^4 



+ 



A3 1 



1^6 ly 



2r dA 
A ~ A2 



+ 



A 



1 dA 2A 



J.2 (j^y. 



^(/ + 2)(/-l). 



(7.98) 
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Rearranjando os termos, nossa equagao final para a perturbagao gravitacional 
axial sobre a brana sera 

com 

nr)-^/^-'-^-^i'^m-l). (7.100) 
Especificaremos agora cada caso estudado. 



Para o caso do BN-CFM temos que a fun^ao A e dada por 



A = r(r - 2M) 



2r - Mj 



2r - 3M 

A fungao de onda que descreve a evolugao do campo gravitacional sera 



(7.101) 



Qir,t,e) = x{r,t)rc;^(\e), 



onde Cf^^2 ^ ^ funcao de Gegenbauer. 
O potential V{rf^^ fica 



V{r) 



r - 2M) ( /2r - M7 



(6M-2r)- 



(£ + 2)(£-l)r + 



2r-3M 

r(r-2M)M(3-7) 



(2r - 3M)2 



Substituindo 7 = /3 + 3 teremos 



V{r) 



2M 
r 

M3 



r3(2r - 3M) 



6M- (/x + 2)r 



(2/- - 3M){6M - 2r) - r{r - 2M) 
(2r - 3M) 



(7.102) 



(7.103) 



k7.104) 



onde n = {£ + 2){£ — 1) e i sao os indices de multipolos. 

Assim a equagao que governa a evolugao do campo gravitacional no ex- 
terior do BN-CFM e dada por 



^ + ^ + V(r)Y = 



(7.105) 
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com 



V{r) 



1 - 



2M\ [6/1/ - (// + 2)r 



r 



r3(2r - 3M) 



(2r - 3M)(6M - 2r) - r(r - 2M) 
(2r - 3M) 



(7.106) 



Para o caso do BN-SM a fungao A e dada por 



A fungao de onda que descreve a evolugao do campo gravitacional sera 

Q{r,t,0) = x{r,t)r C;^l'{e), (7.108) 

onde C^^2 ^ ^ fungao de Gegenbauer. 
O potencial V{rY^ torna-se 



~ _ (r' - h^) L C-h J / C-h fh^-2r^ 
/ C-h \~^'^ f r(C - h)(r^ - h^) 



V2r2 - /i2 y V (2r2-/i2)3/2 



i/(.) = (i:!^/ fi+ C-h \ (h--2r 



r(C-/i)(r2-/i2)\ 



(2r2 - /t2)3/2 

onde + 2) — 1) e ^ sao os indices de multipolos. 

Portanto a equagao que governa a evolugao do campo gravitacional no 
exterior do BN-SM e dada por 

-§ + |f + n^)x = (7.110) 

com 
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7.2 Estabilidade de urn BN-CFM e BN-SM 



Nesta secao faremos uma analise sobrc a estabilidade do BN-CFM e do BN- 
SM quando submetidos a perturbagao de um campo escalar ^' nao-massivo. 
Para tal usaremos o mesmo procedimento adotado no exemplo dado no 
capitulo 4. A pergunta a ser respondida por nossa analise sera se a per- 
turbagao sobre o buraco negro cresce arbitrariamente com o tempo. Se a 
resposta for positiva o buraco negro e instavel, ou seja, uma leve perturbagao 
e capaz de destrui-lo. 



BN-CFM 



Para o cstudo da estabilidade do BN-CFM utilizaremos duas analises dife- 
rentcs. Se for possiVel encontrar valores de (5 para o qual o potencial efetivo 
seja positivo definido podemos garantir a estabilidade dos buracos negros pe- 
los argumentos apresentados no capitulo 4. Se o potencial efetivo apresentar 
alguma regiao onde ele possa assumir valores ncgativos, qualquer que seja 
o valor de /3, precisaremos utilizar os resultados da solugao numerica para 
observar se o campo decai com o tempo, o que indicaria a estabilidade do 
buraco negro. 

A equagao radial que governara a evolugao da perturbagao escalar no 
exterior do BN-CFM sera 



CFM, 



r))R = 



(7.112) 



onde 



+ 



1 - 



2M 



M(3 



r(2r - 3My 



£{£ + 1) 



2M 



6M 6M2 
1 + 



(7.113) 



(7.114) 



Investigando o potencial para M — 1 por exemplo, veremos que ele 

apresenta tres regimes distintos dependendo dos valores de /3. 

O primeiro acontece quando ele e positivo definido, indcpcndcntcmcnte 
do indice de multipolo ^. Verificamos, via inspccao direta que este regime se 
da quando 1 > /3 > —8, ou seja, para valores pequenos de /3. 
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Figura 7.3: Evolucao do campo escalar no BN-CFM com M = 1 sobre r^, = 0. 

Podemos ver que o potencial e nulo sobre o horizonte de eventos, cresce 
ate um maximo e vai a zero para valores de r grandes. Portanto para esse 
intervalo de valores de /3 podemos garantir a estabilidade dos buracos ne- 
gros devido ao fato do potencial ser positivo definido. Os resultados obtidos 
numericamente no capitulo 8 concordam com nosso criterio de estabilidade 
uma vez que para esse intervalo de valores de (3 o campo decai com tempo. 

O segundo regime acontece quando o potencial e inicialmente positivo, 
mas apresenta um comportamento do tipo pogo para valores mais altos de 
r. Neste caso o potencial vai a zero para r grande por baixo. Esse compor- 
tamento se da quando /3 < — 8 dependendo do valor de i. 

Neste caso precisaremos dos resultados numericos para sabermos se o 
campo decai com o tempo. 
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Vejamos na figura fl7.4p exemplos onde, o potencial apresenta o compor- 
tamento referido anteriormente. 




Figura 7.4: Evolugao do campo escalar no BN-CFM com M = 1, /3 = —390 e 
1=1 sobre r^, = {) (acima) e M = 1, /3 = —15 e £ = sobre r*=0 (embaixo). 



O potencial e zero sobre o horizonte de eventos, crescendo ate um maximo, 
caindo ate um ponto de minimo e indo a zero para valores de r grande. Nos 
detalhes das figuras podemos ver que os pogos de potenciais sao bem rasos 
quando comparados com os maximos dos potenciais. Para os respectivos 
casos acima mostrados temos as seguintes relagoes de proporgao entre os 
maximos e mmimos dos potenciais: 



V 



CFM 
min 



yCFM 



10 



-3 



V, 



CFM 

min 



yCFM 

' m/rr- 



(7.115) 



Essa diferenga de magnitude explica porque, mesmo apresentando regioes 
onde OS potenciais sao negativos, os buracos negros estudados devem ser 
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estaveis. Como os pocos sao muito rasos os potenciais podem ser encarados 
como "quase" positives definidos entrando assim no criterio de estabilidade. 
Mais uma vez, a evolugao numerica do campo mostrada no capitulo 8 con- 
firma a estabilidade dos buracos negros em questao uma vez que os campos 
decaem a zero com o tempo. 

Ha ainda um terceiro regime quando o potencial parte do zero crescendo 
ate um ponto de maximo primario, apresentando em seguida uma regiao 
intermediaria do tipo pogo que cresce novamente ate alcangar um ponto de 
maximo secundario caindo a zero para valores altos de r. Esse regime se 
da quando, (3 assume valores grandes e negatives e um certo valor de i e 
assumido. Neste caso tambem precisaremos dos resultados numericos para 
sabermos se o campo decai com o tempo. 

Vejamos na figura (17.51) um exemplo onde, o potencial apresenta o com- 
portamento referido anteriormente. 




Figura 7.5: Evolugao do campo escalar no BN-CFM com M = 1, f3 
i = 5 sobre r* = 



-500 e 



Observamos no detallie da figura que o pogo de potencial e raso em com- 
paragao com o valor do maximo primario. Neste caso a relagao de proporgao 
entre o maximo e o mmimo e 



CFM 



yCFM 



10" 



(7.116) 



Entretanto, como declarado no regime anterior, nada podemos dizer sobre 
a estabilidade desse buraco negro sem avaliar os resultados numericos da 
evolugao do campo escalar. 
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BN-SM 



Para o estudo da estabilidade do BN-SM utilizaremos novamente o mesmo 
procedimento adotado para o BN-CFM. 

Se for possiVel valores de C para o qual o potencial efetivo seja positivo 
definido podemos garantir a estabilidade dos buracos negros pelos argumen- 
tos apresentados no capitulo 4. 

Se o potencial efetivo apresentar alguma regiao onde ele possa assumir 
valores negativos, qualquer que seja o valor de C, precisaremos utilizar os 
resultados da solugao numerica para observar se o campo decai com o tempo, 
o que indicaria a estabilidade do buraco negro. 

A equacao radial que governara a evolugao da perturbagao escalar no exterior 
do BN-SM sera 



+ (^^ - KT{r))R = 



(7.117) 



onde 



+ 



C-h 
V2r2 - /i2 



+ 1) 2h^ 



2h^ 



r2(2r2-/i2) 



(7.118) 



Investigando o potencial Vf^^ veremos que ele tambem apresenta tres regimes 
distintos dependendo dos valores de C. 

Diferentemente do potencial V^^^^ , o comportamento do potencial Vgf^ 
depende mais fortemente dos valores adotados para h e £. Essa infiuencia 
pode ser observada no ultimo termo do potencial. Dependendo do ajuste 
entre C e h esse termo pode ser negativo ou positivo podendo alterar o 
comportamento assintotico de Vf^^ quando r — )■ oo. 

Portanto precisamos estudar caso a caso para sabermos se algum buraco 
negro dessa classe e estavel. 

Apresentaremos apenas um exemplo para ilustrar o comportamento dos 
potenciais. Estudaremos o caso para h — 1. 

O primeiro regime acontece quando o potencial e positivo definido. No 
caso desse buraco negro esse regime so aparece para C — h = 1 de modo 
independente do valor de i. 
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Observemos o comportamento do potencial V^f^ nesta condigao. 








2 



Figura 7.6: Evolugao do campo escalar no BN-SM com h = l,i = 0, C = l sobre 
r, = 0. 

Podemos ver que o potencial e nulo sobre o horizonte de eventos h, cresce 
ate um maximo e vai a zero para valores de r grandes. 

Como o potencial e positivo definido, o buraco negro com C = 1 pode ser 
considerado estavel. Os resultados numericos da evolugao do campo obtida 
no capitulo 8 confirmam a estabilidade do buraco negro para esses valores de 



O segundo regime acontece quando o potencial e inicialmente positivo, 
mas apresenta um comportamento do tipo pogo para valores mais altos de 
r. Neste caso o potencial vai a zero para r grande por baixo. Ele se da para 
valores de C > 1 dependendo do valor de i. 

Esse regime e ilustrado na figura (17. 7p . 

Podemos ver que o potencial e zero sobre o horizonte de eventos, crescendo 
ate um maximo, caindo em seguida ate um ponto de mfnimo e indo a zero 
para valores de r grande. No detalhe da figura (17.71) podemos ver, novamente 
como no caso do BN-CFM, que o pogo de potencial e raso quando comparado 
com o maximo do potencial. 

Para este caso temos a seguinte relagao de proporgao entre o maximo e 
mfnimo do potencial: 



Como o pogo e muito raso o potencial pode ser encarado como "quase" positivo 
definido entrando assim no criterio de estabilidade. 



h,Cei. 




10 



,-2 



(7.119) 
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Figura 7.7: Evolugao do campo escalar no BN-SM com h = 1, £ = 0, C = 30 
sobre = 0. 

Entretanto apenas uma investigagao mais profunda da evolugao do campo 
escalar com tempo pode definir se esses buracos negros sao estaveis. Neste 
caso precisaremos dos resultados numericos para sabermos se o campo cai 
com o tempo. 

Ha ainda um terceiro regime quando o potencial e nulo sobre o horizonte 
de eventos crescendo ate um ponto de maximo primario, apresentando em 
seguida uma regiao intermediaria do tipo pogo que cresce novamente ate 
alcangar um ponto de maximo secundario caindo a zero para valores altos de 
r. Esse regime se da quando, C > 34 e um certo valor de i e assumido. 

Neste caso tambem precisaremos dos resultados numericos para sabermos 
se o campo cai com o tempo. 

Vejamos na figura (17.81) um exemplo onde, o potencial apresenta o com- 
portamento referido anterior mente. 

Novamente observamos que o pogo de potencial e raso em comparagao 
com o valor do maximo primario. Neste caso a relagao de proporgao entre o 
maximo e o minimo e 



V 

' mm 



CFM 

yCFM -10"'- (7-120) 

^ max 

Entretanto, como declarado no regime anterior, nada podemos dizer sobre 
a estabilidade desse buraco negro sem avaliar os resultados numericos da 
evolugao do campo escalar. 
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Figura 7.8: Evolucao do campo escalar no BN-CFM com h = 1, C = 500 e £ = 5 
sobre r* = 



7.3 Termodinamica de BN-CFM e BN-SM 

O tratamento termodinamico apresentado no capitulo 5 sera utilizado nesta 
segao para o calculo do limite superior da entropia 5*^ de um corpo arbitrario 
caindo no BN-CFM e no BN-SM que estao localizados sobre a brana. O for- 
malismo desenvolvido nao necessita de nenhuma adaptagao no contexto de 
branas diferentemente da evolugao de campos. 



Buraco Negro-CFM 



Seja um corpo de raio proprio R e massa propria m caindo livremente no 
BN-CFM. O horizonte de eventos Vh para o BN-CFM e dado por 

1-— j=0 ^r,, = 2M. (7.121) 

A gravidade superficial k, para esse buraco negro sobre seu horizonte de even- 
tos sera 



k = 4ta/i-t- (7.122) 
2MV 4 ^ ^ 
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As constantes de movimento associadas a t e quando consideramos o mo- 
vimento do corpo no piano equatorial 9 = 11/2 serao 



E 



J 



1 



2M 



— r 



(7.123) 



(7.124) 



Portanto a equagao quadratica para a energia conservada E do corpo que 
esta caindo no buraco negro sera 



aE'^ - 2I3E + a = 



(7.125) 



com 



a 
a 



r 
0, 



— r(r — 2M)(mV^ + r) . 



Como nosso corpo nao e uma particula, ele possui dimensao e conseqiien- 
temente um centro de massa. Portanto obtemos o novo ponto de captura 
r = 2M + 6 calculando 6 como 



2M+S 
2M 



r(r - 3M/2) 



dr=R. 



(7.126) 



(r-2M)(r-M7/2) 
Integrando a equagao fl7.126p e realizando uma expansao em serie teremos 



4M2 



(7.127) 



Igualando a energia E sobre o ponto de captura r = 2M + 6 teremos apos 
uma expansao ate ordem de 5^^^, o valor da energia de captura Ecap 



E, 



cap 



{m^iM^ + J2)(2M - M7/2) 



1/2 



R . 



(7.128) 



(2M)5 

Conseqiientemente a energia minima -Emm, que e obtida quando J = 0, sera 



m2(2M-M7/2) 



1/2 



(2M)3 

Da Primeira Lei da termodinamica de buracos negros temos 



dM = - dAr . 
2 



(7.129) 



(7.130) 
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E ■ e 

■'-'mm ^ 



Lembrando que da equagao de Einstein E — mc^ temos, dM 
substituindo o valor de k sobre o horizonte de eventos na equagao acima 
teremos 



Er, 



m?{2M - M-i/2) 
(2M)3 



1/2 



R 



dAr = 



4M 
1 

4M 
2mR 



^ dA^ 



l-^dAr , 



(7.131) 



Por fim assumindo ser valida a Segunda Lei Generalizada, Sbn{M + dM) > 
Sbn{M) + Sm, obtemos um limite superior para a entropia Sm associada a 
um corpo com energia propria E, absorvido pelo BN-CFM, que e dado por 



A + dA 
4 

dA 
47r dAr 



> 



> 5. 



Sm < 2tiER . (7.132) 

Como podemos observar, a influencia do hulk nao se manifesta no limite su- 
perior da entropia Sm, uma vez que o limite independe do parametro /3. Isso 
confirma a universalidade desse limite no sentido de que o limite depende 
apenas dos parametros do corpo em queda, independendo dos parametros do 
buraco negro. 



Buraco Negro-SM 



Seja um corpo de raio proprio it! e massa propria m caindo livremente no 
BN-SM. Calculemos o horizonte de eventos Vh para o BN-SM 

9tt\r=ru-^ (^1-^^=0 ^rh = h. (7.133) 

A gravidade superficial k para BN-SM sobre seu horizonte de eventos sera 

.^IM. (7.134) 
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As constantes de movimento associadas a, t e (f) quando consideramos o mo- 
vimento do corpo no piano equatorial 9 — t:/2 serao 



E 



J = 



(7.135) 



(7.136) 



Portanto a equagao quadratica para a energia conservada E do corpo que 
esta caindo no BN-SM sera 



aE'^ - 2/3 E + (7 = 



(7.137) 



com 



a — r 



^ = 0, 

a = -(r^ - e)(m^r^ + j^) . 

Como nosso corpo nao e uma particula, ele possui dimensao e conseqiien- 
temente um centro de massa. Portanto o ponto de captura do corpo sera 
r — rh + S. O valor de 5 e dado por 



h+S 



1 



dr^ R 



^ (1 - ?J) (i + vi*.) 

(7.138) 

onde apos uma integragao e uma expansao serie ate a ordem de S^^'^ teremos 

. CR^ 



2/i2 



(7.139) 



Igualando a energia E sobre o ponto de captura r = h + S teremos o valor 
da energia de captura Ecap que foi calculado de maneira analoga ao buraco 
negro anterior apos uma expansao em serie 



E. 



cap 



1/2 



(7.140) 



Conseqiientemente a energia minima Ej^im que e obtida quando J = 0, sera 



E ■ = 

■'-'mm 



1/2 



(7.141) 
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Da Primeira Lei da termodinamica de buracos negros temos 



dM ^ - dAr 
2 



(7.142) 



Lembrando que dM = Emin e substituindo o valor de n sobre o horizonte de 
eventos na equagao acima teremos 

1 [c 



m?CB? 1 /C 

= 2)IVI^^^' 

dAr = 2mR . (7.143) 

Por fim supondo scr valida a Segunda Lei Generalizada, Sbn{M + dM) > 
Sbn{M) + Sm, obtemos um limite superior para a entropia Sm associada a 
um corpo com energia propria E, absorvido pelo BN-SM, que e dado por 

A + dA A 



4 - 4 
dA 



Att dAr 



^ Sm ) 



Sm < 27iER . (7.144) 

Apesar deste buraco negro possuir propriedades um tanto quanto exoticas 
como nao possuir uma massa de Schwarzschild, ele tambem obedece ao limite 
superior sendo independente das caracteristicas do bulk. 



102 



Capitulo 8 

Resultados Numericos 



Encerrando nossa jornada observamos que, a mdquina hem dirigida, aliada 
ao espmto de investigagdo, nos proporciona grandes desenvolvimentos no en- 
tendimento do Universo e permite-nos trilhar novos caminhos com alguma 
seguranga. 

Neste capitulo apresentaremos os resultados obtidos para a evolugao dos 
campos no exterior do BN-CFM e do BN-SM e o metodo numerico utilizado. 

8.1 Apresentacao do Metodo Numerico 

O metodo numerico utilizado para a solugao das equagoes diferenciais que 
descrevem a evolugao dos campos no exterior dos buracos negros estudados 
e o mesmo utilizado em [37]. 

8.1.1 Problema de Condigoes Iniciais Caracteristicas 

Trata-se do metodo de integragao com condigoes iniciais caracteristicas, ba- 
seado na especificagao de condigoes iniciais em hip er superficies nulas. 
Neste trabalho utilizamos um esquema especffico que e conhecido como "pro- 
blema das duplas coordenadas nulas" . 

Como as equagoes que governam a evolugao dos campos no exterior do 
buraco negro se reduziram a uma equagao em (1 + 1) dimensoes devemos 
utilizar um esquema compatiVel com essas condigoes. 

A equagao de movimento, escrita usando as coordenadas nulas u = t — r^ 
e V = t + r^, sera 
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Esse esquema consiste em especificarmos o campo ip na fronteira de um 
angulo delimitado pelas semi-retas u = u^iy > Vq) q Vq = Vq{u > uq), que se 
interceptam no ponto {uo,vo) conforme pode ser visto na figura IHTTl 




Figura 8.1: Ilustragao do esquema de duplas coordenadas nulas. 



8.1.2 Discretizacao 

Passemos ao metodo discretizagao do piano u — v. 

Uma possi'vel forma de obtengao deste metodo e transformar a equagao 
fl8.ip em uma equagao integral. Integrando a equagao (18.11) em um retangulo 
nulo do piano u — v delimitado pelos pontos A^, 5*, E, W teremos 

d'^ij{u,v) 1 
- du dv = — 
4 



dudv 



V{u,v)ip{u,v) du dv. 



2) 



Escrevemos as integrals de superfi'cie como 



VQ 



Ml n2 



d'^ilj{u, v) 
dudv 



du 



dv 



"4 



V{u, v)ip{u, v) du 



dv. (8.3) 



Resolvendo o lado esquerdo da equagao (18. 3p teremos 



f UQ 



ui o2 



d tjj{u, v) 
dudv 



du 



dv 



VQ 



dv 



"1 di){u,v) 



"0 



du 



du 



dv 



ij{ui, vi) - ij{ui, vo) - ^(mo, vi) + i){uQ, Vo) 



i){N) - i){W) - i){E) + i){S) 



•4) 
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Assim a equagao fl8.2p se reduz a 

iIj{N) - iIj{W) - ^{E) + -^{S) = 



VO J UO 



V{u,v)iIj{u,v) du dv. (8.5) 



Definiremos uma fungao p{u, v) como 

p{u,v) = V{u,v)iIj{u,v) 



1.6) 



VQ J UQ 



p{u, v) du dv. 



■7) 



de forma que 

/ / V{u,v)ip{u,v) du dv 

Sem perda de generalidade, escolheremos a origem do piano m — f de modo 
que o ponto (0, 0) esteja sobre o centro do retangulo. Desta forma a integral 
dHZD fica 

'•+Ai)/2 p+Au/2 



/ p{u, v) du dv - 
Usando o teorema do valor medio teremos 

"+Ai)/2 p+Au/2 



Au/2 



p('U, v) du dv. 



Aji/2 



p{u,v) du dv = p{u' ,v')AuAv, 



1.9) 



onde {u',v') e [-Au/2,+Au/2]^[-Av/2,+Av/2]. Supondo que w ) seja 
pelo menos diferenciavel duas vezes em u e v, podemos expandir p{u', v') em 
termos de p{0, 0), de forma que 



p{u\v') =p(0,0) + 



dp 
du 



u + 



(0,0) 



dp 
dv 



(8.10) 



(0,0) 



Entao podemos reescrever a equagao (18.91) na forma 



+Av/2 p+Au/2 



Av/2 



Au/2 



p{u,v) du dv = p{0,0)Au Av + Av 



+Au/2 



u'du 



-Au/2 



+ Au 



+Av/2 



v' dv + 0(A^ 



-Av/2 

p(0,0)An Av + o{A'^) 



(8.ir 



Substituindo a equagao (18.111) na equagao integral de movimento (18. 5p tere- 
mos 

i){N) - i){W) - i){E) + i){S) = ViC)ij{C)Au Adv + o(A^). (8.12) 
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Por outro lado, podemos fazer a seguinte consideragao 

^{C) = \ [ij{E) + ^{W)] + o(A^). (8.13) 

Lembrando que o potencial depende apenas de r e que conseqiientemente ele 
tern o mesmo valor nos pontos C e S 

V{C) = V{S), (8.14) 

podemos escrever nossa equagao de movimento de forma discretizada como 

V^(iV) = i;{E) + i;{W) - V(5) - [^(E) + ^^W)] + o(A^)(8.15) 

8 

A equagao (I8.15P e a base do metodo numerico utilizado neste trabalho assim 
como do trabalho [H]. 
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8.2 Resultados 



Nesta segao apresentaremos a evolugao dos campos, obtidas das solugoes das 
equagoes de perturbagao atraves do calculo numerico. A estabilidade dos 
buracos negros, os regimes quasi-normais e os comportamentos assintoticos 
sao discutidos. 

BN-CFM 



A fungao de onda que representa a evolugao do campo escalar nao massivo 
\1/ no exterior do BN-CFM e dada por 



R{r,t) 



(8.16) 



O comportamento de R{r,t), que e solugao da parte radial da equagao de 
Klein-Gordon, no exterior do BN-CFM e apresentado na figura 18.21 para 
valores de £ = 1, 2. 
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Fase quasinormal 
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Figura 8.2: Evolugao temporal do campo escalar dado por R{r,t) em r^, = 
com /3 = — 1. 

Como podemos observar, a evolugao do campo escalar possui tres regimes 
distintos. 
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Inicialmente o campo apresenta uma fase transiente. Logo apos temos 
a fase quasi- normal, sendo atenuada exponencialmente. Essa atenuagao ex- 
ponencial e representada pela reta decrescente tracejada no grafico. Nesta 
fase o campo oscila com freqiiencia quasi-normal uj = ujr + i Ui onde a parte 
imaginaria da freqiiencia Ui e responsavel pelo atenuamento. 

Apos essa fase o campo apresenta um decaimento na forma de lei de 
potencias. Essa fase posterior e conhecida como a cauda da perturbagao. 
Como podemos observar, a influencia do hulk nao alterou a forma do com- 
portamento do campo. Diferentemente da perturbagao escalar de uma corda 
negra, o comportamento assintotico, para tempos suficientemente grandes, 
do BN-CFM, e identico ao buraco negro de Schwarzschild (3-1-1) dimensional. 

O comportamento das caudas da perturbagao escalar para o BN-CFM 
com /3 = — 1 sobre o horizonte de eventos e apresentado na figura 1531 




t 



Figura 8.3: Caudas para o BN-CFM com M = 1, /3 = —1, n = e multipolos 
£ = 0,1,2. 

Esse decaimento como lei de potencia e devido a forma do potencial 

yCFM 

esc 

Cliing ^20j demonstrou analiticamente que potenciais que possuem a forma 
assintotica, do tipo 

Vir) ^ -^^ — - — - H log[ — ] quando oo, (8.17) 

"f^ ^ a ^ 
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onde Ki e a sao constantes, geram uma cauda que decai na forma de 
para valores de a < 2£ + 3. No caso do potencial a forma assintotica 

satisfaz a equagao fl8.17p para a = 3 e i ^ 0. Neste mesmo trabalho Ching 
mostra tambem que se o potencial tem a forma 

Vif^) ~ — quando r^, — oo, (8.18) 

a Cauda decai na forma de se a > 2 e real. No caso do potencial V^[^ 
a forma assintotica satisfaz a equagao (18.181) para a = 3 e ^ = 0. 
Portanto as caudas da perturbagao escalar decaem como 

t-m+3) quando £ (8.19) 



quando i = (8.20) 

Como podemos ver na figura 18.31 e nas equagoes acima, esse decaimento 
depende do indice de multipolo i. O decaimento e mais rapido para valores 
de i mais altos. 

As figuras 18.21 e 18.31 mostram que o campo escalar decai com o tempo o 
que nos sugere que o BN-CFM e estavel quando submetido a perturbagoes 
escalares. Essa estabilidade e preservada mesmo para os casos onde o poten- 
cial V^^^^ apresenta regioes negativas. 



BN-SM 



Novamente apresentaremos apenas um exemplo para ilustrar a evolugao do 
campo escalar. Estudaremos o caso para h = 1. 

A fungao de onda que representa a evolugao do campo escalar nao-massivo 
\1/ no exterior do BN-CFM e dada por 

^i;^r,t,9,<P) = ^^YiU0A) ■ (8.21) 

O comportamento de R{r,t), que e solugao da parte radial da equagao de 
Klein-Gordon, no exterior do BN-SM e apresentado na figura [83] para valores 
dei = 0,1,2. 
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Figura 8.4: Evolugao temporal do campo escalar dado por i?(r, t) em r^, = 
com C = 1 e h = 1. 

Como podemos observar na figura acima, a evolugao do campo escalar 
neste buraco negro tambem possui tres regimes distintos. Inicialmente o 
campo apresenta uma fase de trasiente. Logo apos temos uma fase quasi- 
normal, sendo atenuada exponencialmente. Apos essa fase o campo apresenta 
um decaimento na forma de lei de potencias. Igualmente para o BN-SM 
podemos escrever o comportamento das caudas utilizando o formalismo de 
Ching. 

Para o BN-SM teremos a = 4 de modo que as caudas da perturbagao 
escalar decaem como 

^-(2m) quando £^0 (8.22) 

t"^ quando i = (8.23) 

A figura 08.41) mostra que o campo escalar decai com o tempo o que nos 
diz que o BN-SM para esse valore de C e estavel quando submetido a per- 
turbagoes escalares. 
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Os graficos com a evolugao dos campos eletromagneticos e gravitacionais dos 
BN-CFM e BN-SM ainda estao sendo feitos e serao apresentados no artigo 
IB] a ser submetido. 
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Capitulo 9 
Conclusoes 



E no fim da jornada percebemos que novos caminhos florescem d nossa frente. 
Seguiremos 

O formalismo desenvolvido para o estudo de perturbacoes de buracos negros 
em (3 + 1) dimensocs pode ser aplicado, sem grandes dificuldades tecnicas, 
para o estudo perturbagoes de buracos negros em branas com bulk do tipo 
AdS^. Observamos que metricas que nao satisfazem a condiQao gtt — 
geram dificuldades no desacoplamento das equagoes que governam a evolugao 
dos campos no exterior dos buracos negros, especialmente nos casos onde a 
paridade e (—1)^, ou scja, nos casos polares. 

De modo geral os buracos negros tipo-CFM e tipo-SM mostraram-se 
estaveis quando submetidos a perturbagoes escalares, mesmo quando os va- 
lores de ^ e C geravam regioes negativas nos potenciais efetivos. Atribuimos 
esse comportamento ao fato dc que os pocos de potenciais eram rasos quando 
comparados aos maximos dos potenciais. 

Uma analise mais ampla sobre o conjunto de parametros M, C, h, £, /3 
e necessaria para estimar-se melhor as condigoes limite dos buracos negros e 
assim poder realizar declaragoes mais precisas sobre a estabilidade da classe 
de buracos negros estudados. 

Quanto a termodinamica, ambos os buracos negros sc mostraram em 
acordo com o limite superior da entropia Sm de um corpo absorvido por cles. 
Isso reforga um pouco mais a universalidade desse limite uma vez que ele 
independe dos parametros do bulk. 

A evolugao do campo escalar no exterior do Buraco Negro-CFM e do Bu- 
raco Negro-SM apresentou comportamento semelhante na fase quasi-normal 
aos buracos negros em (3 + 1) dimensoes. O atenuamento exponencial das 
oscilagoes sao observados. O comportamento das caudas mostraram-se se- 
melhantes. 
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Para o buraco negro tipo-CFM, as caudas decaem como uma lei de 
potencia do tipo ^-(2^+3) Apesar do potencial apresentar corregoes 

quando comparado ao potencial de Schwarzschild V^fc'* ^ caudas decaem da 
mesma mancira. 

Para o buraco negro tipo-SM, as caudas tambem decaem como lei de 
potencia do tipo O comportamento das caudas dependem fortemente 

dos parametros C, h e i. 

O estudo das componentes polares das perturbacoes eletromagneticas e 
gravitacionais, assim como novas propriedades termodinamicas c o estabe- 
lecimento de freqiiencias quasi-normais para esses e outros buracos negros 
sobre a brana, serao alvo de investigagoes futuras. 
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Apendice A 
Apendices 



Os apendices deste trabalho constituem-se de, notagoes e covengoes adotadas 
ao longo do trabalho assim como alguns calculos mais detalhados que julga- 
mos ser relevantes para um maior esclarecimento dos assuntos abordados. 

A.l Notagoes e Convengoes 

Certos tensorcs, tais como, o tensor de Ricci Rij e o tensor de Einstein Gij, 
podem apresentar convegoes de sinal distintas se compararmos livros ou arti- 
gos diferentes. O cuidado em sermos consistentes com uma linica convengao 
de sinal adotada deve ser mantido para evitarmos erros ou conclusoes equi- 
vocadas. A convengaxa adotada ncstc trabalho segue abaixo. 

Letras latinas minusculas rcpresentam o espago-tempo 4-dimensional 
e correm de ... 3. Letras gregas minusculas /i, v representam o espago- 
tempo 5-D e correm de . . . 4, salvo quando especificado outra notagao. 

Unidades geometricas sao assumidas, onde temos c — h — k — 1. A 
assinatura das mctricas utilizadas sera (— , +, +, +). 

A notagao de Einstein e assumida nesse trabalho, ou seja, para indices 
repetidos que significam soma sobre todo intervalo, a somatoria e omitida. 



3 



i=0 



RqR^^ + RiR^^ + R2R^^ + RsR^^ = RiR'^ 



(A.l) 



A conexao Fj^ e dada por 




1 f,a ( %a 



+ 



dgja 



dgij 



(A.2) 



2^ \dxi 



dx' 
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A derivada covariante de um tensor Vij que e representada por ( ; ) e definida 
como 

Kr,a = - r,„^ - r,-^ v,, . (A.3) 

A virgula ( , ) denota uma derivada ordinaria sobre o tensor 
O tensor de Ricci Rij adota a seguinte convengao de sinal 

— ia,j ij,a ^ ia jb ij ab ■ {■^■^J 
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A. 2 Decomposigao tensorial de hij 

Um estudo do momento angular sobre um espaco-tcmpo (3+1) dimensoes es- 
fericamente simetrico pode ser feito, se realizarmos rotagoes sobre a variedade 
2-dimensional formada per r = const e t — const. Tal estudo e necessario 
para sabermos como se comporta a parte angular de nosso problema. Sobre 
tais rotagoes ao redor da origem a componentes de h^j se transformam de 
maneira particular. Nesse caso ao rotacionarmos nosso referencial S ate um 
referencial S' os versores dos sistemas se transformarao como 

r^f', i^i', e^e', 0^0'. (A.6) 

Como ret sao constantes r = r' e i = i' . Conseqiientemente 

Um tensor de ordem 2 quando rotacionado se transforma como 

dx'^dx'^ , 
A« = (A.8) 

Adotaremos a seguinte notagao para as coordenadas 

= t, x'^ = r, x^ = e, x^ = (p. (A.9) 

Desta forma podemos calcular como cada componente de hij se transforma. 
As componentes Hqq, hu e /loi se transformam como escalares pois satisfazem 
a seguinte condigao 

^r,t,e,<i>)^^'(r',t',e',<i>') (A.IO) 

Tomemos /ioo como exemplo 

_dx^dx^ _ dx^dx^ 

hoo = h'oo (A. 11) 

Isso se deve ao fato de que as coordenadas x'^ e x'^ dependem apenas de x^ 
e x^ uma vez que ret sao mantidas constantes. 
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As componentes (/io2,^03) e (/ii2,/ii3) se transformam como 2 vetores, ou 
seja, satisfazem a condigao 

Tomemos (/?.o2, /'os) como exemplo de um vetor com componentes (V2, V3). 
A componente /io2 sera 

dx'°- dx"' , 

dx'^ dx'"^ I dx'^ dx'^ , 
°' " dx^ dx^ dx^ dx^ 

ho2 = -^V + -^^03- (A.13) 



A componente /loa sera 



dx'^ dx'"^ , dx'^ dx'^ , 

°' " dx^ dx^ a^a^ 

dx''^ dx'^ 

Podemos observar que /io2 corresponde a componente V2 e /i3 a componente 
V3 do nosso vetor. 

' V2\^ fa /3\ ( Vi 
Vs J \l a J \ 

Portanto se transformam como um vetor sobre uma rotagao. 

As componentes (/i22i ^331 ^23i ^32) se tranformam como um tensor de 2" 
ordem 2 x 2, ou seja satisfazem a scguintc condigao 

= a7 &J '^-i^' 

Tomemos como exemplo a componente /i22 do nosso tensor 

dx'" dx"" 
dx'^ dx"^ 



^22 - ^-T^-T Kb 



dx'"^ dx'"^ ^1 dx'"^ dx'^ ^, dx'^ dx'"^ 
dx"^ dx"^ dx"^ dx"^ dx"^ dx"^ 
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Portanto /i22 se transforma como uma componente de um tensor de 2" ordem. 
Agora ja sabemos como cada componente do tensor hij se transforma. 
Assim podemos escrever uma matriz h como 

/ E E V2 V3 \ 

E E V2 Vs 

V2 V2 T22 T23 

\ V3 V3 T32 T33 J 

Desta forma podemos separar hij de modo geral como a multiplicagao de 
duas fungoes, cada uma dependendo de r,t e 9,(f) respectivamente 

00 I 10 

h^^-H E Y.cLit,rmiue,<p) . (A.17) 

1=0 m=—l n=l 
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A. 3 Construgao dos Harmonicos Esfericos Ten- 
soriais 



A construgao dos harmonicos esfericos tensoriais pode ser realizada se uti- 
lizarmos os harmonicos esfericos escalares y'™(^,0) como base e operarmos 
com gradientes e "pseudogradientes"sobre ele de modo a obtermos vetores e 
tensores. 

Nesta construgao obteremos objetos com paridade distintas (—1)^ e (— l)^"^-*^. 
Esta distingao nos diz que teremos 2 tipos de ondas geradas por nossa per- 
turbacao. 

A parte escalar do nosso tensor e dada obviamente por 

(f)^"" ^constY^"'{9,(l>) . (A.18) 

Este termos pertence a uma onda de paridade (—1)^ e momento angular £ 
cuja a projecao sobre o cixo z 6 m. 

A construgao dos vetores 6 dada pela operagao do gradiente e do pseu- 
dogradiente em Yi^. Desta operagao obteremos dois vetores com paridades 
opostas 

. = const ^Y^"", paridade{-lY; (A.19) 

d 

(f)^^. = consi e^"— r^"', paridade{-lY+^ . (A.20) 

Aqui OS indices ^ e a correm sobre os valores 2 e 3, quando x'^ — 9 e — (f); 
e ef- 6 um tensor totalmente anti-simetrico que representa as quantidades 

= £3^ = 0; = —l/sen6 e 63^ = sen6. 

Por fim construircmos trcs tensores fundamentais. Eles sao obtidos quando 
utihzamos a derivagao covariante sobre y'™, quando aphcamos a metrica da 
esfera = Qij/r'^ sobre y'"* e quando operamos com o pseudogradiente 
sobre o tensor obtido na primeira operagao. Sao eles 

= const Y%^, paridadei-iy (A.21) 



0'"*.^ = const -fia Y^"^ , paridade{-lY (A.22) 

X'\a = ^ const hV^'",, + e,V™,J . parzdade{-lY+' (A.23) 

onde as componentcs da metrica sobre a esfera sao dadas por 722 = 1, 723 = 
732 = e 733 = sen9. Desta forma fica completa a construgao dos Harmonicos 
Esfericos Tensoriais. 



119 



A. 4 Comentarios a respeito do comportamento 
da coordenada tartaruga 

Sera de interesse ao nosso estudo sobre as propriedades da evoluQao de cam- 
pos, alguns comentarios sobre o comportamento assintotico da coordenada 
tartaruga r*. 

Tomemos uma metrica esfericamente simetrica dada por 

ds^ = -A{r)df + B{r)dr^ + r^dO"^ + sen9'^d(t?). (A.24) 

A existcncia dc um horizonte de eventos nesse espago-tempo implica em um 
zero da fungao A{r). Seja um zero de A{r). 
Definindo a fungao h{r) como 



h(r)^0y (A.25) 

percebemos que o ponto r = ry, tambem e um zero da fungao h{r). 
A coordenada tartaruga r\ pode ser definida como 

r. = / J^dr . (A.26) 

De modo geral , a fungao (r) e monotonicamente crescente. Se calcularmos 
a derivada de veremos que 



dr*{r) _ d 
dr dr 



dr 



h{r) 



h{r) 



(A.27) 



Analisando as fungoes A{r) e B{r) vemos que, para o intervalo de interesse 
( ]r?i,oo[ ), temos 

A{r) > 0, B{r) > =^ h{r) > . (A.28) 

Desta forma a derivada de e crescente 

dr^ (r) 



dr 



> . (A.29) 



O comportamento dc proximo ao horizonte dc cvcntos pode ser estudado 
se soubermos de que tipo sao os zeros da fungao h{r) em r = r/j. 

Vamos supor que h{rh) = e um zero simples, ou seja, que h{r) pode ser 
escrita como 

h{r) = (r - rh)P{r) , (A.30) 
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onde P{r) e um polinomio de r e respeite a condigao P{rh) ^ 0. Sob essas 
condigoes temos 

r*ir) = [ . (A.31) 

J {r-rh)P{r) 

Se estivermos proximos o suficiente do horizonte de eventos podemos escrever 
a equagao f lA.311) como 

n{r) = -1^ / = -^ln{r - r,) . (A.32) 

P{rh) J [r - Th) P[rh) 

Lembrando que a gravidade superficial em r = e dada por 



1 dh{r) 



2 dr 



= ^ , (A.33) 
podemos reescrever a equagao (1A.32P proximo do horizonte de eventos como 

'^*('") = -J—lni^r - Th) . (A.34) 

Neste caso a fungao diverge logaritmicamente quando r ^ rh sendo 

lim r*(r) — t- — oo (A. 35) 

Neste limite e possivel inverter a fungao r^,[r) de modo que a forma analftica 
de r{r^) sera 

r = rh + e^^'^"* . (A.36) 

Agora se supusermos que h{rh) = e um zero duplo, ou seja, que h{r) pode 
ser escrita como 

h{r) = {r-rhfQ{r) , (A.37) 

onde Q{rh) ^ 0, teremos 

Kh = 0, (A.38) 

r*{r) = / 7 r oc . A.39 

Q{rh) J {r -Th) r - th 

Desta forma, proximo ao horizonte teremos 

1 



- 2Q{r,){r - r,) ■ ^^'^^^ 

Neste caso a fungao r=„(r) diverge como uma lei de potencia quando r — > r^. 
Invertendo r^{r) teremos 
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A. 5 Calculo do desacoplamento das equagoes 

^i?i2, SRio e SR13. 

As equagoes SRu, SRio e 6R13 podem ser obtidas em [6] e sao dadas por 



R 



10 



R 



12 



-2^—l/—/12 



Jilp+V-fJ.2-li3 



Q20) 2 + (e^'^'^-'^^+'^^Qso) 3 = 0; (A.42) 



Q32),-(e^'^-'^+'^^-^^go2)o =0; (A.43) 



R 



13 



3l/i-!^-M3+M2/ 



go3).o =0. (A.44) 



onde corresponde a 5Rij. 

O fator multiplicativo de cada equagao pode ser ignorado uma vez que 
todas as equagSes sao iguais a zero. 

Assim se fizermos a seguinte operagao 

(5i?io,o = 5Ri2,2 + 5i?i3,3 (A.45) 

teremos uma identidade de modo que a equagao 5Riq pode ser escrita como 
uma combinagao da outras duas equagSes. 

Tomando entao as derivadas apropriadas teremos 



^3lp+l/-tJ.2-fJ-3 



,3l/)+!/-/X3-^12 



'532)^3^2 ~ (' 



,3V'-i'+M3-M2 



^23)03 - i^' 



31/1-1^-^3+^2 



<502) 0,2 + 
<503) .0,3 



(A.46) 



Lembrando que 

Qab = qA,B — qB,A , Qao = QAfi — ^,A , QoA = ^,A — QAfl , (A. 47) 

e aplicando essas condigoes na equagao flA.46p teremos 





---^-g2o),2,o + 




'^30j,3,o 




----Q32),3,2 + 




-!/+/i3-/i2/n '\ 

'^20j,2,0 




----Q32),3,3 + 




^30 J, 3,0 




= 


0. 





(A.48) 
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